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Úloha celoč́ıselného LP a jej́ı LP relaxace

Celoč́ıselný lineárńı program (integer LP, ILP):

min{ cTx | Ax ≥ b, x ∈ Zn }

kde Z znač́ı množinu celých č́ısel.

Nejčastěji 0-1 lineárńı program

min{ cTx | Ax ≥ b, x ∈ {0, 1}n }

Věta

Úloha 0-1 lineárńıho programováńı je NP-těžká.

LP relaxace úlohy:

min{ cTx | Ax ≥ b, x ∈ {0, 1}n } ≥ min{ cTx | Ax ≥ b, x ∈ [0, 1]n }

Důkaz: Pro každé X ⊆ Y a f : Y → R plat́ı min
x∈X

f (x) ≥ min
x∈Y

f (x).
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Latinské čtverce

Latinský čtverec o straně n je matice A = [aij ] ∈ {1, . . . , n}n×n, která v každém řádku a každém

sloupci má r̊uzná č́ısla.

1 3 4 2

3 4 2 1

2 1 3 4

4 2 1 3

Popis pomoćı soustavy rovnic s binárńımi proměnnými:∑
i xijk = 1 ∀j , k∑
j xijk = 1 ∀i , k∑
k xijk = 1 ∀i , j
xijk ∈ {0, 1} ∀i , j , k

kde xijk = 1 znamená aij = k .

Úloha na doplněńı latinského čtverce:

� Jsou dány: č́ıslo n a některá z č́ısel aij .

� Rozhodni, zda existuj́ı zbývaj́ıćı č́ısla aij tak, aby A byla latinský čtverec.

To vede na soustavu lineárńıch rovnic s 0-1 proměnnými.

Věta

Úloha na doplněńı latinského čtverce je NP-úplná.
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Přǐrazovaćı úloha (Linear Assignment Problem)

� Jsou dána č́ısla cij pro i , j = 1, . . . , n.

� Najdi permutaci π: {1, . . . , n} → {1, . . . , n}, která minimalizuje
∑n

i=1 ci,π(i).

ILP formulace (xij = 1 znamená π(i) = j):

min
∑
i

∑
j

cijxij

za podm.
∑
j

xij = 1 ∀i∑
i

xij = 1 ∀j

xij ∈ {0, 1} ∀i , j

LP relaxace nahrad́ı omezeńı xij ∈ {0, 1} omezeńımi xij ≥ 0 (⇒ xij ∈ [0, 1]).

Věta (Birkhoff, von Neumann)

Původńı úloha a relaxovaná úloha maj́ı stejné optimálńı hodnoty.

Mezi optimálńımi řešeńımi relaxované úlohy je aspoň jedno celoč́ıselné.
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Vrcholové pokryt́ı

Vrcholové pokryt́ı (neorientovaného) grafu (V ,E ) je podmnožina vrchol̊u X ⊆ V taková,

že každá hrana má aspoň jeden vrchol v X .

Úloha na nejmenš́ı vrcholové pokryt́ı: Najdi vrcholové pokryt́ı s nejmenš́ım počtem vrchol̊u.

min
∑
i∈V

xi

za podm. xi + xj ≥ 1 ∀{i , j} ∈ E

xi ∈ {0, 1} ∀i ∈ V

Věta

Úloha na nejmenš́ı vrcholové pokryt́ı je NP-těžká.

LP relaxace nahrad́ı omezeńı xi ∈ {0, 1} omezeńımi xi ∈ [0, 1]:

Věta (2-aproximace úlohy na nejmenš́ı pokryt́ı)

Necht’ x∗ je optimálńı řešeńı původńı (nerelaxované) úlohy.

Necht’ x je optimálńı řešeńı relaxované úlohy.

Necht’ x̄ je zaokrouhlené řešeńı relaxované úlohy, tj. x̄i = ⌊xi + 1
2⌋ (je p̌ŕıpustné!).

Pro každý graf (V ,E ) plat́ı
∑

i x̄i ≤ 2
∑

i x
∗
i .

Důkaz: x̄ je p̌ŕıpustné, nebot’ pro xi + xj ≥ 1 muśı být x1 ≥ 1
2
nebo xj ≥ 1

2
. Tedy x̄i = 1 nebo x̄j = 1.

Pro každé x ≥ 0 je ⌊x + 1
2
⌋ ≤ 2x . Tedy

∑
i x̄i ≤ 2

∑
i xi ≤ 2

∑
x∗i . 5 / 6



Nejvěťśı nezávislá množina

Podmnožina X ⊆ V vrchol̊u grafu (V ,E ) je nezávislá, nejsou-li žádné dva vrcholy z X spojeny hranou.

Úloha na nejvěťśı nezávislou množinu: Najdi nezávislou množinu s nejvěťśım počtem vrchol̊u.

max
∑
i∈V

xi

za podm. xi + xj ≤ 1 ∀{i , j} ∈ E

xi ∈ {0, 1} ∀i ∈ V

LP relaxace nahrad́ı omezeńı xi ∈ {0, 1} omezeńımi xi ∈ [0, 1].

� Relaxovaná úloha má triviálńı p̌ŕıpustné řešeńı xi =
1
2 , i ∈ V , s hodnotou 1

2 |V |.
� Tedy optimálńı hodnota LP relaxace neńı menš́ı než 1

2 |V |.
� Ovšem pro každý úplný graf je opt. hodnota nerelaxované úlohy rovna 1.

Věta (neaproximovatelnost úlohy na nejvěťśı nezávislou množinu)

Pro každé r > 0 je NP-těžké naj́ıt p̌ŕıpustné řešeńı x̄i ∈ {0, 1}, i ∈ V , splňuj́ıćı
∑

i x̄i ≥ r y∗.
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