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Minimaxni nerovnost
Véta
Pro kaZdou funkci L: X x Y — R plati

minmax L(x,y) > maxmin L(x,y).

xeX yeY yeY xeX
N—— S—
F(x) G(y)
Rovnost nastdva pravé tehdy, existuje-li (x*,y*) € X X Y (tzv. ) splitujici

L(x*,y) < L(x*,y*) < L(x,y") VxeX, yeY.

P¥iklady pro X = Y = {1,2,3,4}:

xY| 1 2 3 4|FKx) xY| 1 2 3 4]F(x)
1 |-1 4 7 4| 7 1 |1 4 7 4| 7
2 | 4 4 6 2| 6 2 | 4 4 6 —2| 6
3 1 5 3 3|5 3 1 0 3] 3
4 | 3 5 3 2| 5 4 | 3 3 2| 3
Gy)| -1 4 3 -2 Gy)|-1 o 3 -2

Podvod: pro nekonetné mnoZiny X, Y musime zamé&nit min/max za inf/sup (ale nebudeme to délat).
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Funkce s rozsifenou hodnotou

Ulohu
min{ f(x) | x € X, g(x) <0}

miZzeme ekvivalentn& napsat jako

min F(x)
kde
f kdyZz <0
by {700 Kbz g(0 <
400 jinak
Omezeni g(x) < 0 je ‘schovdno’ ve funkci F (tzv. )-

Tedy je F: X — R, kde R = RU {—00, +00} zna&i
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Lagrangeova dualita
Necht f: R” - R, g: R" = R™, X CR", Y CR™. Zavedeme L: XxY —=R:
L(x.y) = f(x) +yg(x)

Obecna konstrukce Lagrangeovy dudlni dlohy:

minmax L(x,y) > maxmin L(x,y)

xeX yeyY yeY xeX
F(x) G(y)
primarni Gloha dudlni tloha
Dudlni t¢elova funkce G: R™ — R je vidy , nebot je to minimum afinnich funkei L(x, -).

e Volbou Y = R™ dostaneme tuto primarni i€elovou funkci a dlohu:
F(x) = max(f(x) +y'g(x)) = f(x) + max y'g(x) = {
yeR™ yeER™

)r(réig F(x) =min{f(x) | x€ X, g(x) =0}

f(x) kdyzg(x)=0
400 jinak

e Volbou Y = RT dostaneme tuto primarni ticelovou funkci a dlohu:
F(x) = max(f(x) +y'g(x)) = f(x) + max y'g(x) = {
y>0 y>0

)r(nei)rg F(x) =min{f(x) |x € X, g(x) <0}
4/13

f(x) kdyz g(x) <0
400 jinak



Ptiklady konstrukce dualni alohy



LP
Napisme dudlni dlohu k dloze LP
min{c'x | Ax=b, x>0}
Zvolime
f(x)=c'x, g(x)=b—-Ax, X= RY, Y =R"
Lagrangeova funkce je
Lx,y)=c'x+y " (b—Ax)=c'x—y"Ax+y'b=(c" —y"A)x+y’b

Ovéfime, Ze

Tx kdyz Ax =b
F(x) = max L(x,y) = ©x ye o
yey 400 jinak

Plati

G(y) = minL(x,y) =

y'b kdyz y"A <c’
xeX

—o0  jinak
Duaélni dloha tedy je

max G(y) =max{b"y |ATy <c, yc R™}
yeRrm
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LP s intervalovym omezenim
Napidme dudlni dlohu k tloze LP
min{c'x |x € [0,1]", Ax=b}
Zvolime
f(x)=c'x, g(x)=b—-Ax, X=[0,1", Y =R"™.

Lagrangeova funkce L a primarni G&elova funkce F jsou stejné jako minule.
Dudlni G&elova funkce je

G(y) = minL(x,y) = min (c'x—y"Ax+y'b)

xeX x€[0,1]”
=y'b+ min (c" —yTA)x
x€[0,1]”
=v'b i c—vla)x:
o, Do v'a)s
=v'b ; . _yTla.
y +%:X2"[(')f‘1](cj y'aj)x

=y’b+ > min{c;—y"a;,0} (protoe min zx = min{z,0})
J x€[0,1]
Duélni dloha je max G(y).
udini dloha je max G(y)
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0-1LP

NapiSme dudlni tlohu k tdloze celodiselného LP
min{c’x|x € {0,1}", Ax=b}
Zvolime
f(x)=c'x, g(x)=b—-Ax, X={0,1}", Y =R"
Dudlni dloha vyjde stejnd jako minule, protoze

min zx = min_zx = min{z, 0}.
xe{0,1} x€[0,1]
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ReSeni linearni soustavy s nejmensi euklid. normou

Napisme dudlni dlohu k tloze
min{ [|x[|* [ x € R", Ax=b}
Zvolime
f(x) =|x||?>, g(x)=b—Ax, X=R", Y=R"
Lagrangeova funkce je
L(x,y) = 3llx|* +y (b — Ax) = 3|[x[|* —y"Ax +y"b.
Dualni a&elova funkce je
G(y) = min L(x,y) = min(3[x|[* —y"Ax+y"b) =y"b - 3|y Al
protoZe pro kazdé c plati
Xrg]iRnn(%IIXII2 —c'x) = —3lc|?
Duélnfi dloha je

G(y) = "b— 3y A|?
max G(y) = max(y b —zlly Al%)
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Linearni uloha nejmensich ¢tverca

Uloha
min [|Ax — b
nemd omezeni, proto jeji dudl je trividlni. Netrividlni dudl ale dostaneme, p¥epiSeme-li tlohu jako
min{ 3|r[|* | Ax—b=r, xeR", r e R"}
Lagrangeova funkce:
L(x,r,y) = 3|rl> +y (r — Ax +b)

Dualni d&elova funkce je

Gy) = min L(x,r,y) =y b+ min (5 [rlI* +y"r —y"Ax) =

xER"

{yTb —Lly|> kdyzy"A=0
reR™ reR™

—00 kdyZz yTA #0
Duélni dloha je tedy
max{y'b—|y|*|y'A =0,y e R"}
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Extrémy kvadratické funkce na sfére

Uloha

min{x"Ax|x"x=1, xcR"}
Lagrangeova funkce

L(x,y) =x"Ax+ y(1 —x"x)
Dualni G&elova funkce

. B CTA )y kdyz A—yl =0
Gy) = min L(x,y) =y + minx" (A —yl)x = {_OO finak
nebot mliRp x"Bx je rovno 0 kdy? B = 0 a —o0 jinak.
xeR"

Tedy dudlni dloha je

max{y |A—yl =0, yeR}

tedy hleddme nejvétsi &islo y tak, aby matice A — yl byla jest& positivné semidefinitni.
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Véty o dualité



Podminky komplementarity
Mé&jme primarni tlohu

min{ f(x) | x € X, g(x) <0}
a k ni Lagrangeovu funkci

L: X xRT =R, L(x,y) = f(x) +y g(x).

Véta (o komplementarité)

Necht (x*,y*) je sedlovy bod Lagrangeovy funkce (tj. plati silnd dualita).
Pak y*Tg(x*) = 0.

Diikaz. Staci pouzit pilku sedlové podminky: pro vechna y € RY je L(x*,y) < L(x*,y*), tj. yTg(x*) < y*Tg(x*).
Protoe y* € R7, plyne z toho g(x*) < 0 a y*'g(x*) = 0.

Podminka y*'g(x*) = 0 je ekvivalentn{

yigi(x*)=0 Vi=1,...,m.

11/13



Postacujici podminka pro silnou dualitu

plati vZdy z minimaxni nerovnosti: primarni opt. hodnota < dudlni opt. hodnota
Mé&jme primarni Glohu

min{ f(x) | x € R", g(x) <0}
a k ni Lagrangeovu funkci

L:R" x RT — R, L(x,y) = f(x) +y'g(x).
Véta (o silné dualitg)

Necht

e funkce f,g1,...,gm jsou konvexni,

o funkce gi, ..., gmn spliiuji nékteré z podminek zvanych

Pak Lagrangeova funkce ma sedlovy bod (tj. primdrni a dudlni optimalni hodnoty se rovnaji).
Diikaz neuvddime.

Casto uZivané constraint qualifications:
[ ]

funkce g1, ..., gm jsou afinni

. existuje x tak, ze g(x) < 0
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KKT (Karush-Kuhn-Tucker) podminky optimality

Még&jme primarni dlohu a Lagrangeovu funkci jako minule, kde 7, g jsou diferencovatelné.
pro tuto dlohu:

L(x,y) = f'(x) +y'g'(x) = 0 (1)
g(x) <0 (2)

y>0 (3)

y'g(x) =0 (4)

Véta (nutna podminka)
Jestlize (x*,y*) je sedlovy bod Lagrangeovy funkce, pak spliiuje KKT podminky.

Diikaz. Podminka (1) plyne z druhé pillky sedlové podminky (x* je minimum funkce L(-,y*) na R").
Podminka (3) je dana defini¢nim oborem funkce L.
Podminky (2) a (4) plynou z prvni piilky sedlové podminky, viz dikaz v&ty o komplementarit&.

Véta (postacujici podminka pro konvexni tlohy)
Jestlize funkce f, g1, ..., gm jsou konvexni a bod (x*,y*) spliiuje KKT podminky,
pak je to sedlovy bod Lagrangeovy funkce.

Diikaz. ProtoZze y* > 0, funkce L(-,y*) je konvexni.
Z podminky (1) tedy plyne, Ze funkce L(-,y*) na R” nabyvd minima v bod& x* (druha piilka sedlové podminky).

Z podminek (2) a (4) plyne, Ze funkce L(x*, -) na R nabyvd maxima v bod& y* (prvni piilka sedlové podminky).
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