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Konvexni funkce



Konvexni funkce

Definice: Necht X C R" je konvexni mnoZina.

Funkce f: R" — R je na X, jestlize pro kazdd x,y € X a a € [0,1] je
f((1—a)x+ay) < (1—a)f(x)+af(y).
Funkce f je , jestlize —f je konvexni.

f(y)
(1= a)f(x)+ af(y)

F((1— a)x + ay)

x (l-ax+ay y

Ekvivalentni podminka (Jensenova nerovnost):
Pro kaZzdé x1,...,xx € X a a1,...,ax > 0 kde a3 + -+ - 4+ ax = 1 plati
f(alxl + -4 akxk) < alf(xl) + -4 ozkf(xk).
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Pt¥iklady konvexnich funkci

o f(x)=eproacR
f(x)= \x|"” proa>1

e f(x) = x" Ax pro A pozitivné semidefinitni

o f(x)=a'x+b

o f(x)=max{xi,...,xy}

e libovolnd norma
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Vztah konvexni funkce a konvexni mnoziny

] funkce f: X — R je mnoZina {(x,y) € X xR | f(x) <y }.
. vydky y funkce f je mnoZina {x € X | f(x) <y }.
Tvrzeni

e Funkce je konvexni, pravé kdyz jeji epigraf je konvexni mnoZina.

e Kazda subkontura konvexni funkce je konvexni mnoZina.

Pozor: Jsou-li viechny subkontury funkce konvexni mnozZiny, funkce nemusi byt konvexni.
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Epigraf a subkontury pro kuzel druhého ¥adu v R?

Priklad

{(xy) R [ x[2 <y}

2
2

e Epigraf eukleidovské normy v R? je K

e Subkontury jsou kruhy

G
S
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Podminky na konvexitu pro diferencovatelné funkce

Véta (podminka prvniho ¥adu)

Diferencovatelnd funkce f: R” — R je konvexni, pravé kdyz pro viechna x,y € R” plati

fy) > f(x) + f'(x)(x —y).

y  x
Disledek: Je-li f konvexni diferencovatelnd a f'(x) = 0, pak x je volné globIni minimum funkce f.

Véta (podminka druhého Fadu)
Dvakrat diferencovatelna funkce f: R” — R je konvexni,
pravé kdyZ pro kazdé x € R" je Hessidn f'/(x) pozitivng semidefinitni.
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Nékteré operace zachovavajici konvexitu funkci

Nezaporné linearni kombinace:

Jsou-li fy,..., fx konvexni funkce a ag,...,ax > 0, pak funkce asfi + - -+ + axfx je konvexni.

Skladani:

e Jestlize f: R — R je konvexni a g: R — R je konvexni a neklesajici, pak g o f je konvexni.

e Jestlize f: R™ — R je konvexni, pak f(Ax + b) je konvexni.

Maximum: Necht f;: R" — R jsou konvexni funkce pro viechna i € /. Pak
f(x) = max fi(x)

je konvexni funkce (pfedpoklddame, Ze pro kazdé x € R" maximum existuje).
Diikaz: Epigraf funkce f je priinik epigrafti funkei f; (neni t&zké dokdzat).
Z toho plyne, Ze epigraf funkce f je konvexni mnoZina. Tedy f je konvexni funkce.

Priklady:
o f(x)=max{xy,...,%n}
o f(x) = mfa}(afx + b;)

e f(c) = max||x — c|| nebo f(c) = maxcTx, kde X C R" je uzavfend a omezen3
xeX x€X

Véta plati i kdyZ maximum nahradime supremem.
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Konvexni optimalizac¢ni ulohy



Konvexni optimalizaéni dloha

min f(x)

kde X C R" je konvexni mnoZina a f: R” — R je konvexni funkce na mnoziné X.
Véta

KaZdé lokalni minimum funkce f na mnoziné X je globalni.

Tvrzeni: OptimalizaZni tloha ve

min  f(x)
za podminek g;(x) < i=1,...,m
hi(x) = i=1,...,¢
X € R"
je konvexni, jestlize funkce f, gi1,...,gn jsou konvexni a funkce hy, ..., hy jsou afinni.

Tato podminka je postalujici ale ne nutnd pro konvexitu tlohy. Nap¥. mnoZina
X={(xy)eR?|(x—y)* =0}

je konvexni, ale funkce h(x,y) = (x — y)? neni afinni.
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Tt¥idy konvexnich optimalizaénich udloh

min  f(x)
za podminek gi(x) <0 i yee.,m
hi(x) =0 i=1,....¢
x € R”

e Linedrni programovani (LP): f, g;, h; afinni
e Kvadratické programovani (QP): f kvadratickd konvexni, gj, h; afinni
e Kvadratické programovéni s kvadratickymi omezenimi ( ): f, gi kvadratické konvexni, h; afinn{

e Programoviéni na kuZelu druhého ¥adu ( ):
f,h1,...,he afinni, kazdd funkce g; m4 tvar ||[Ax +bl|> — (c"x + d)

e Semidefinitni programovani ( )

o Geometrické programovani (GP): h; afinni, kazd4 z funkci f, g; mé tvar >, exp(a/x + by) —
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Kvadratické programovani (QP)
Funkce f je kvadraticka, funkce g;, h; jsou afinni.
min x"Ax+b'x
za podm. Cx>d
Ex=f

Uloha je konvexni, kdyZ A je pozitivné semidefinitni.

Ptiklady:

e Chybi-li podminky typu nerovnosti, podminka optimality je soustava linedrnich rovnic (to zndme!).

e Redeni pfeuréené soustavy s omezenimi typu linearnich rovnosti:

min{ |[Ax —b|3 | Cx=d, x € R"}

K

o Redeni pfeurtené linedrni soustavy s intervalovymi omezenimi (‘box constraints'):

min{ |[Ax —b|3 | £ <x <u,x € R"}
e Redeni soustavy linedrnich nerovnic s nejmensi normou:

min{ ||x/|3 | Ax > b, x € R"}
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Pt¥iklad: Support Vector Machine (SVM)

2/||a||2\/

Dény dvojice (x1,¥1), -, (Xm, Ym), kde x; € R" a y; € {—1,+1}.

Hledame . hleddme a € R" a b € R tak, aby
yi(@™; —b)>0 Vi=1,....,m

Po vydg&leni (a, b) vhodnym kladnym &islem je toto ekvivalentni
yi(@a™xi—b)>1 Vi=1,....m

Uloha SVM hledé odd&lujici nadrovinu , tj. minimalizujici ||al|3 =a”

a.
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Kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi (QCQP)

Funkce f, g; jsou kvadratické, h; jsou afinni.

min x' Ax+b'x

za podm. x'Cix+d/x<e, i=1....m
Fx=g

Uloha je konvexni, kdyZ matice A, Cy, ..., C,, jsou positivné semidefinitni.
Ptiklad: Nejmensi koule obsahujici zadané body a;,...,a, € R™:

min max||x —ajll2

x€R" =
To je ekvivalentni QCQP tloze

min y

za podm. [|Ix —aj[|3 <y
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Programovani na kuzelu druhého fadu (SOCP)
min g'x
za podm. ||A,'X+b,'H2 SC,-TX-i-d,'7
Ex=f

SOCP podminky jdou napsat jako

€ K"

d;
kde A; € R™M*n g

i=1

geeey

K" ={(xy) eR™ xR [ [l <y}

je epigraf eukleidovské normy || - |2 (

e Kdyz A; = 0 pro vechna i, SOCP se redukuje na LP.
e KdyZ ¢c; = 0 pro vSechna i, SOCP se redukuje na QCQP.

) na R™.
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Ptiklad: Geometricky median (Fermat-Weberiv problém)
Pro zadané body ay,...,a, € R" najdéte minimum funkce
F(x) = _lIx—ajl
i=1

SOCP formulace:
min  y1+-+ym

za podminek |x —a;lp <y, i=1,...,m.

Specidlni algoritmus (Weiszfeldiiv): rychlejsi nez obecny SOCP algoritmus.
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Varignon frame: mechanicky potitat na hledani geometrického medidnu v rovin& (tj. pro n = 2)
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Semidefinitni programovani (SDP)
Véta
MnoZina v8ech positivné semidefinitnich matic pevného rozméru n x n je konvexni kuZzel.

Diikaz: Pro kazdé x € R" a o, 3 > 0 plati x” (aA + BB)x = ax” Ax + Bx"Bx > 0.

Uloha SDP:
min (C, X)
za podminek (A;;X)=b;, i=1,....m
X € R™" je positivné semidefinitni

Tedy minimalizujeme linearni funkci p.s.d. matice za podminek linedrnich rovnosti.

e Pro diagonalni matice A;, C se SDP redukuje na LP.
e SOCP lze reprezentovat pomoci SDP (neuvadime).
e Souhrn:

LP ¢ QP c QCQP c SOCP c SDP
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Conic Optimization

Dény konvexni kuzel K C R", matice A € R™*", vektory b € R™ a ¢ € R".
min c’x

za podminek Ax=0b
xe K

Specidlni p¥ipady:
e LP: K =R/ je ‘nezaporny kuZel'
e SOCP: K je kartézsky soutin R¥ a kuzelii druhého ¥adu

e SDP: K je semidefinitni kuZel (x je tedy &tvercovd matice pferovnana do vektoru)
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Algoritmy vnitiniho bodu (Interior Point Algorithms, IPM)
Chceme minimalizovat konvexni funkci f: R” — R na konvexni mnoziné X C R".
Pro mnoZinu X zvolime B(x) s t&émito vlastnostmi:

e konvexni a hladkd na vnitfku mnoziny X
e konecnd uvnitf X, smérem k hranici X se bliZzi +o00

v X7

Pro postupné se zmensujici p > 0 ¥eSime posloupnost tiloh
min f(x) + puB(x)
xe€R"
e lloha bez omezeni, Yesime (p¥iblizn&) Newtonovou metodou, omezeni x € X je vynuceno ‘implicitng&’

e pro p — 0 je ekvivalentni plvodni tloze

vvvvvv

P¥iklad: Pro linedrni program
min{c'x | Ax > b, x cR"}
pouzijeme logaritmickou bariérovou funkci

B(x) = — Z log(a/ x — b))
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Graficka ilustrace pro linedrni program

min -y
za podminek x>0
y=0
l-x—y=>0

Vrstevnice ucelové funkce

f(x,y) + uB(x,y) = —y + pu(—log x — logy — log(1 — x — y))

pro zmensujici se u:

p=1/16 p=1/32
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P¥iklad: Interface solveru SEDUMI na ¥eSeni LP, SOCP, SDP

% X = SEDUMI(A,b,c,K) minimizes c’*x subject to A*x = b and x is restricted to

a self-dual cone, defined by structure K. The fields of K can be

K.f, K.1, K.q, K.s (Free, Linear, Quadratic, Semi-definite).

(1) K.f is the number of FREE, i.e. UNRESTRICTED primal components.
These are ALWAYS the first components in x.

(2) K.1 is the number of NONNEGATIVE components. E.g. if K.f=2, K.1=8
then x(3:10) >=0.

(3) K.q lists the dimensions of LORENTZ (quadratic, second-order cone)
constraints. E.g. if K.1=10 and K.q = [3 7] then
x(11) >= norm(x(12:13)),
x(14) >= norm(x(15:20)).
These components ALWAYS immediately follow the K.l nonnegative ones.

(4) K.s lists the dimensions of POSITIVE SEMI-DEFINITE (PSD) constraints
E.g. if K.1=10, K.q = [3 7] and K.s = [4 3], then
mat( x(21:36),4 ) is PSD,
mat( x(37:45),3 ) is PSD.
These components are ALWAYS the last entries in x.
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Modelovaci jazyky pro optimalizaci (p¥iklady)

e Pouze konvexni tlohy (disciplined convex programming, DCP)
e Verze pro Matlab, Python, ...
e Ptiklad: uloha
min{||[Ax —b|| [ x e R", Cx =d, ||X|lcc <1}
se v CVX (Matlab) modeluje takto:

cvx_begin
variable x(n);
minimize ( norm(A*x-b) );
subject to
C*xx == d;
norm(x,Inf) <= 1;
cvx_end

e Konvexni i nekonvexni tlohy (mnohem vic moZnosti nez CVX), ale (samozfejm&) jen lokdlni optima.

e V Matlabu
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Kniha o konvexni optimalizaci vhodna pro inZenyry

Stephen Boyd and
Lieven Vandenberg

convex

Optimization

Zdarma ke staZeni, spolu se slajdy atd.

Convex optimization problems arise frequently in many different fields. This
book provides a comprehensive introduction to the subject, covering the
theory, many applications and examples, and numerical methods. The book
begins with the basic elements of convex sets and functions, describes various
classes of convex optimization problems, and then treats duality theory. The
second part covers 2 wide variety of applications, in estimation, approxima-
tion, statistics, computational geometry, and other areas. The last part of the.
book presents numerical methods for convex optimization problems,
moving from basic methods for unconstrained problems to interior-point
methods.

The focus of the book is on recognizing and formulating convex optimization
problems, and then solving them efficiently. It contains many worked exam-
ples and homework exercises and will appeal to students, researchers, and
practitioners i fields such as engineering, computer science, mathematics,
finance, and economics.

stephen Boyd received his Ph.D. from the University of California, Berkeley.
since 1985 he has been a member of the Electrical Engineering Departmentat
stanford University, where he is now the Samsung Professor of Engineering
and Director of the Information Systems Laboratory. He has won numerous
awards for research and teaching, and is a Fellow of the IEEE. He is the co-
author of two previous books, Linear Controller Design: Limits of Performance
and Linear Matrix Inequalities in System and Control Theory,

Lieven vandenberghe received his Ph.D. from the Katholieke Universiteit
Leuven, Belgium, and is Professor of Electrical Engineering at the University of
California, Los Angeles. He has published widely in the fleld of optimization,
and is co-editor of the Handbook of Semidefinite Programming.
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Co s nekonvexnimi ulohami?



Nékteré nekonvexni udlohy jsou ‘snadné’ ...

Ptiklad: Minimalizace (ne nutné p.s.d.) kvadratické formy na sfé¥e:
min  xT Ax
T

za podminky x'x=1

P¥iklad: QCQP s jedinym omezenim:
min  f(x)
za podminky g(x) =0 (pfip. g(x) <0)

kde f,g: R" — R jsou dané (ne nutn& konvexni) kvadratické funkce.
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... ale vétsina ne

Ptiklad: Minimalizace (ne nutn& p.s.d.) kvadratické formy na hyperkrychli:
min  x' Ax
za podminky x € [-1,1]"

Pro A = —I m3 dloha 2" lokdlnich minim (vrcholy hyperkrychle).
Pro obecné A je tloha NP-t&zka (dikaz neuvadime).

Priklad: Celotiselné linedrni programovani

min c’x
za podminek Ax > b
x € {0,1}"

Pozn.: Podminky x; € {0,1} Ize napsat jako nekonvexni kvadratické rovnosti x;(1 — x;) = 0.
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Konvexni relaxace nekonvexni tlohy

Je-li X C Y CR”, pak
min{c'x|xe X} > min{c'x|xec Y}

pavodni dloha relaxovana dloha

Nahradime pavodni (sloZitou, nekonvexni) mnoZinu X jeji (jednoduchou, konvexni) nadmnoZinou Y.

Vidéli jsme d¥ive pro 0-1 LP, kde
X={xe{0,1}"|Ax>b}
Y={xe€][0,1]" |Ax>b}

UZite¢nost:
e Poskytne dolni mez na hodnotu globalniho minima nerelaxované tlohy.

e Poud lze pro relaxované ¥egeni (prvek Y') levn& najit ‘blizké’ nerelaxované ¥eseni (prvek X), d4 ndm
aproximaci opt. feSeni nerelaxované dlohy.
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Co s nekonvexnimi ulohami?

Obecné jsou dva p¥istupy:

. nalezeni globdlniho optima, obecn& (worst-case) v exponencidlnim Case
e hierarchie stale t&ngjsich konvexnich relaxaci (Sherali-Adams hierarchy pro 0-1 LP)
e metoda se&nych nadrovin (cutting-plane method)
e metoda v&tvi a mezi (branch-and-bound)

e Nalezeni pFiblizného optima (tzv. sub-optima) v kratkém Ease.
Heuristiky (kazda pouZitelnd jen na urcity typ dloh):
. najde lokalni (v n&akém smyslu) optimum
(gradientnf sestup, optimalizace po blocich soufadnic, majorize-minimize methods, ...)
konv. relaxace + projekce na plvodni p¥ipustnou mnoZinu
prirodou inspirované heuristiky (evolu&ni/genetické algoritmy, simulované Zihanf, kolonie mravencd, ...)

continuation/homotopy methods

stochastické metody
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