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Soustava lineárńıch nerovnic

� Násobeńı nerovnice ḿınus jedničkou: a ≤ b ⇐⇒ −a ≥ −b

� Lineárńı nerovnice s n proměnnými má jeden z těchto tvar̊u:

a1x1 + · · ·+ anxn ≥ b neboli aTx ≥ b

a1x1 + · · ·+ anxn ≤ b neboli aTx ≤ b

Nerovnice aTx ≤ b je ekvivalentńı nerovnici −aTx ≥ −b.

� Soustava m lineárńıch nerovnic:

a11x1 + · · · + a1nxn ≥ b1
...

...

am1x1 + · · · + amnxn ≥ bm

neboli Ax ≥ b
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Př́ıklad pro jednu proměnnou (n = 1):

2x ≤ 1

x ≥ −3

Snadné: množina řešeńı je pr̊unik interval̊u (−∞, 12 ] ∩ [−3,+∞) = [−3, 12 ]

Př́ıklad pro dvě proměnné (n = 2):

x + 2y ≤ 14

3x − y ≥ 0

x − y ≤ 2

x − y = 2

x + 2y = 14

3x − y = 0
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Množina řešeńı je pr̊unik polorovin.
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Úloha lineárńıho programováńı (LP)

Lineárńı program (LP) (neboli úloha lineárńı optimalizace) je

minimalizace nebo maximalizace lineárńı funkce za podḿınek lineárńıch nerovnic a rovnic.

� Lineárńı funkce je c1x1 + · · ·+ cnxn neboli cTx

Obecná úloha spojité optimalizace

min{ f (x) | g(x) ≤ 0, h(x) = 0, x ∈ Rn }
je LP, právě když funkce f je lineárńı a zobrazeńı g a h jsou afinńı.
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Př́ıklad

max x + y

za podm. x + 2y ≤ 14

3x − y ≥ 0

x − y ≤ 2

max x + 2y

za podm. x + 2y ≤ 14

3x − y ≥ 0

x − y ≤ 2

x − y = 2

3x − y = 0

X
F

(1, 1)

x + y = 10

x + y = 8

x + y = 6

x + 2y = 14
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Řeštelnost lineárńıch programú

Tvrzeńı

Pro každou úlohu LP mohou nastat jen ťri p̌ŕıpady:

� úloha má (alespoň jedno) optimálńı řešeńı (tedy účelová funkce je na množině p̌ŕıpustných

řešeńı zdola/shora omezená),

� úloha je nep̌ŕıpustná (množina p̌ŕıpustných řešeńı je prázdná),

� úloha je neomezená (účelová funkce je na množině p̌ŕıpustných řešeńı zdola/shora

neomezená, tedy na ńı nemá minimum/maximum).

Důkaz (zat́ım) vynecháme.

Pro obecné (nelineárńı) úlohy spojité optimalizace je ještě čtvrtá možnost:

� účelová funkce je na množině p̌ŕıpustných řešeńı zdola/shora omezená,

ale minimum/maximum na ńı nemá.

Tvrzeńı tedy ř́ıká, že tato možnost pro lineárńı programy nemůže nastat.
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Ekvivalentńı úpravy lineárńıch programů

Snadná pozorováńı:

� Maximalizaci cTx lze nahradit minimalizaćı −cTx.

� Rovnici aTx = b lze nahradit dvěma nerovnicemi aTx ≤ b, aTx ≥ b.

� Nerovnici aTx ≤ b lze nahradit nerovnićı −aTx ≥ −b.

Každou úlohu LP lze tedy vždy p̌revést na tvar

min c1x1 + · · ·+ cnxn

za podḿınek ai1x1 + · · ·+ ainxn ≥ bi , i = 1, . . . ,m

neboli

min{ cTx | Ax ≥ b, x ∈ Rn }
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Ekvivalentńı úprava na rovnicový tvar

Každou úlohu LP lze vždy p̌revést do rovnicového tvaru

min{ cTx | Ax = b, x ≥ 0 }
� Nerovnice aTx ≥ b nahrad́ıme aTx− u = b kde u ≥ 0 je slacková proměnná.

� Proměnné x ∈ R nahrad́ıme x = x+ − x− kde x+ ≥ 0 a x− ≥ 0.

Př́ıklad: V úloze
max x + y

za podm. x + 2y ≤ 14

3x − y ≥ 0

x − y ≤ 2

p̌ridáme slacky a z max uděláme min:
min −x − y

za podḿınek x + 2y + u = 14

3x − y − v = 0

x − y + w = 2

u, v ,w ≥ 0

Pak rozděĺıme neomezené proměnné:
min −x+ + x− − y+ + y−

za podḿınek x+ − x− + 2y+ − 2y− + u = 14

3x+ − 3x− − y+ + y− − v = 0

x+ − x− − y+ + y− + w = 2

x+, x−, y+, y−, u, v ,w ≥ 0
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Minimalizace maxima afińıch funkćı

Necht’ f : Rn → R je maximum afinńıch funkćı: f (x) =
k

max
i=1

(cTi x+ di )

−4 −2 1 5

2

f (x)

x

f (x) = max{−x − 2, 0, 1
2
(x − 1)} f (x1, x2) =

1
2
max{x1 + x2 − 1, −x1 + x2, x1 − x2, −x1 − x2 − 1}

Transformace na úlohu LP (X ⊆ Rn je množina p̌ŕıpustných řešeńı):

min{ f (x) | x ∈ X } = min{ y | x ∈ X , y ∈ R, f (x) = y }
= min{ y | x ∈ X , y ∈ R, f (x) ≤ y }
= min{ y | x ∈ X , y ∈ R, max

i
(cTi x+ di ) ≤ y }

= min{ y | x ∈ X , y ∈ R, cTi x+ di ≤ y ∀i }
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Př́ıklad

Úloha

min max{ 3x1 + 4x2 + 1, 2x1 − 3x2 }
za podm. x1 + 2x2 ≤ 14

3x1 − x2 ≥ 0

x1 − x2 ≤ 2

je ekvivalentńı lineárńımu programu

min y

za podm. 3x1 + 4x2 + 1 ≤ y

2x1 − 3x2 ≤ y

x1 + 2x2 ≤ 14

3x1 − x2 ≥ 0

x1 − x2 ≤ 2
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Př́ıklad

Úloha

min |x1 + x2|
za podm. x1 + 2x2 ≤ 14

3x1 − x2 ≥ 0

x1 − x2 ≤ 2

Všimneme si, že |x1 + x2| = max{−x1 − x2, x1 + x2}.
Dále tedy jako p̌redt́ım.
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Př́ıklady použit́ı LP



Optimálńı výrobńı program

Př́ıklad: Pán prodává luṕınky a hranolky, které vyráb́ı z brambor a oleje.

max 120ℓ + 76h

za podḿınek 2ℓ + 1.5h ≤ 100

0.4ℓ + 0.2h ≤ 16

ℓ, h ≥ 0

Optimálńı řešeńı: ℓ = 20 kg luṕınk̊u a h = 40 kg hranolk̊u.

Obecná formulace: Maximalizuj celkový zisk cTx za podḿınek Ax ≤ b a x ≥ 0, kde

� aij = množstv́ı suroviny druhu i poťrebné na výrobu výrobku druhu j

� bi = množstv́ı suroviny druhu i , které máme k dispozici

� cj = zisk z vyrobeńı jednoho výrobku druhu j

� xj = počet vyrobených výrobk̊u druhu j
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Směšovaćı (výživová) úloha (diet problem)

Př́ıklad: Nejlevněǰśı dovolené složeńı zeleninového salátu

mrkev zeĺı okurka požadavek

vitaḿın A [mg/kg] 35 0.5 0.28 0.5 mg

vitaḿın C [mg/kg] 60 300 80 15 mg

vláknina [g/kg] 30 20 10 4 g

cena [Kč/kg] 26 22 60

min 26x1 + 22x2 + 60x3

za podm. 35x1 + 0.5x2 + 0.28x3 ≥ 0.5

60x1 + 300x2 + 80x3 ≥ 15

30x1 + 20x2 + 10x3 ≥ 4

x1, x2, x3 ≥ 0

Optimálńı řešeńı: x1
.
= 0.12, x2

.
= 0.03, x3 = 0 za cenu 3.59Kč.

Obecná formulace: Minimalizuj celkovou cenu cTx surovin za podḿınek Ax ≥ b a x ≥ 0, kde

� aij = množstv́ı látky druhu i obsažené v jednotkovém množstv́ı suroviny druhu j

� bi = nejmenš́ı požadované množstv́ı látky druhu i v konečném produktu

� cj = jednotková cena suroviny druhu j

� xj = množstv́ı suroviny druhu j
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Dopravńı úloha

Máme m skladů a n spoťrebitel̊u. Rozvez co nejlevněji zbož́ı ze skladů ke spoťrebitel̊um.

� ai = množstv́ı ve skladě i

� bj = množstv́ı zbož́ı požadované spoťrebitelem j

� cij = cena dopravy jednotky zbož́ı ze skladu i ke spoťrebiteli j

� xij = množstv́ı zbož́ı vezené ze skladu i ke spoťrebiteli j

min
m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij

za podm.
n∑

j=1

xij = ai , i = 1, . . . ,m

m∑
i=1

xij = bj , j = 1, . . . , n

xij ≥ 0, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n
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Použit́ı LP na p̌ribližné řešeńı

p̌reurčených lineárńıch soustav



Vektorové normy

Definice

Funkce ∥·∥ : Rn → R je (vektorová) norma, pokud plat́ı:

� ∥x∥ = 0 =⇒ x = 0

� ∥αx∥ = |α|∥x∥ pro každé α ∈ R a x ∈ Rn

� ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ pro každé x, y ∈ Rn

Z axiomů plyne ∥0∥ = 0 a ∥x∥ ≥ 0 pro každé x.
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p-norma

∥x∥p = (|x1|p + · · ·+ |xn|p)1/p (p ≥ 1)

� ∥x∥1 = |x1|+ · · ·+ |xn| (‘manhattanská’ norma)

� ∥x∥2 = (x21 + · · ·+ x2n )
1/2 (eukleidovská norma)

� ∥x∥∞ = max{|x1|, . . . , |xn|} (max-norma, Čebyševova norma)

Jednotkové sféry:

10 10 10

∥x∥1 = 1 ∥x∥2 = 1 ∥x∥∞ = 1

Př́ıklad vektorové normy, která neńı p-norma: ∥Ax∥ kde ∥·∥ je norma a A má l.n. sloupce
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Přibližné řešeńı p̌reurčené lineárńı soustavy v ∞-normě a 1-normě

Minimalizuj funkci f (x) = ∥Ax− b∥p
� p = 2: f (x) = ∥Ax− b∥2 =

√∑m
i=1(a

T
i x− bi )2 (to dob̌re známe)

� p = ∞: f (x) = ∥Ax− b∥∞ = maxmi=1|aTi x− bi |
Úlohu lze p̌revést na LP:

min y za podḿınek − y ≤ aTi x− bi ≤ y ∀i = 1, . . . ,m

neboli
min{ y | x ∈ Rn, y ∈ R, −y1 ≤ Ax− b ≤ y1 }

� p = 1: f (x) = ∥Ax− b∥1 =
∑m

i=1|aTi x− bi |
Úlohu lze p̌revést na LP

min
∑

i yi za podḿınek − yi ≤ aTi x− bi ≤ yi ∀i = 1, . . . ,m

neboli
min{ 1Ty | x ∈ Rn, y ∈ Rm, −y ≤ Ax− b ≤ y }
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Př́ıklad řešeńı v ∞-normě: Prokládáńı bod̊u p̌ŕımkou

Dány body (x1, y1), . . . , (xm, ym) ∈ R2. Hledáme θ = (a, b) ∈ R2, které minimalizuje

ε(θ) =
m

max
i=1

|axi + b − yi | = ∥Aθ − y∥∞

ε

ε

ax + b = 0

ax + b = ε

ax + b = −ε

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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0

x
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Př́ıklad řešeńı v ∞-normě: Aproximace funkce polynomem

Aproximuj funkci sin x na intervalu [0, π2 ] polynomem

f (x ,θ) = θ1 + θ2x + θ3x
2 + θ4x

3.

Hledáme θ ∈ R4 které minimalizuje maximálńı chybu aproximace

ε(θ) = max
x∈[0,π

2
]
|f (x ,θ)− sin x |.

Funkci ε(θ) neuḿıme minimalizovat.

Diskretizace: nahrad́ıme interval [0, π2 ] konečnou množinou { πi
2m | i = 1, . . . ,m }.

ε(θ) ≈ max
i=1,...,m

∣∣f ( πi
2m ,θ)− sin πi

2m

∣∣ = ∥Aθ − b∥∞

kde aij =
(
πi
2m

)j−1
, bi = sin πi

2m .
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Př́ıklad řešeńı v 1-normě: Robustńı odhad skaláru z m mě̌reńı

Hledáme odhad x̂ ∈ R veličiny z m nep̌resných mě̌reńı (x1, . . . , xm) = x ∈ Rm.

Hledejme x̂ jako argument minima funkce

f (x̂) = ∥x− 1x̂∥p = ∥(x1 − x̂ , . . . , xm − x̂)∥p

� p = ∞: f (x̂) = maxmi=1 |xi − x̂ |, x̂ = 1
2(mini xi +maxi xi )

� p = 2: f (x̂) =
(∑

i (xi − x̂)2
)1/2

, x̂ = 1
m

∑m
i=1 xi .

� p = 1: f (x̂) =
∑m

i=1 |xi − x̂ |, x̂ = median
i=1,...,m

xi

Př́ıklad: x = (1.02, 1.04, 0.99, 2.03). Mě̌reńı x4 je vychýlený bod (outlier).

p ∞ 2 1

x̂ 1.51 1.27 1.03

� Pro p ∈ {2,∞} outlier výrazně ovlivnil (učinil nepoužitelným) odhad x̂ .

� Pro p = 1 je odhad témě̌r neovlivněn.
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Robustńı estimátor

Estimátor je zde funkce (x1, . . . , xm) 7→ x̂ .

Estimátor je robustńı, jestliže ho p̌ŕıtomost outlier̊u p̌ŕılǐs neovlivńı.

Definice: Bod zlomu (breakdown point) estimátoru je nejmenš́ı počet mě̌reńı,

jejichž změnou lze doćılit libovolně velkou změnu odhadu.

Formálně: je to nejmenš́ı k takové, že pro každé xk+1, . . . , xm a každé δ > 0 existuj́ı x1, . . . , xk

tak, že |x̂ | > δ.

� Pro p ∈ {2,∞} má náš estimátor bod zlomu 1 (pro m → ∞ tedy 0%).

Tedy neńı robustńı.

� Pro p = 1 má náš estimátor (medián) bod zlomu m/2 (tedy 50%).

Tedy je robustńı.

Lze zobecnit na jiné estimátory (nap̌r. prokládáme body p̌ŕımkou).
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Histogramy residúı pro r̊uzná p

Prvky A,b generovány náhodně i.i.d. z Gaussova rozděleńı N (0, 1).

Minimalizujeme ∥Ax− b∥p pro r̊uzná p.

Zobrazeny histogramy residúı ri = |aTx− bi | v optimálńım řešeńı x.

p = 1 p = 2 p = ∞
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Ř́ıdké řešeńı nedourčené lineárńı soustavy

� Označme ∥x∥0 počet nenulových složek vektoru x ∈ Rn (misnomer, neńı norma!).

� Vektor x je ř́ıdký, jestliže ∥x∥0 ≪ n.

� Najdi ř́ıdké řešeńı nedourčené lin. soustavy:

min{ ∥x∥0 | x ∈ Rn, Ax = b }
To je velmi obt́ıžná (NP-těžká) úloha.

� Dobrá aproximace (tzv. relaxace) úlohy je

min{ ∥x∥1 | x ∈ Rn, Ax = b }
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