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Ulohy na extrémy vazané rovnostmi (= tlohy s omezenimi typu rovnosti)

Hleddme extrémy funkce f: R" — R na mnoziné
X ={xcR"|g(x)=0}
kde g: R” — R™. To také zapisujeme takto:
min/max  f(x)
za podminek g(x) =0
x € R"

Ptiklad (jednoduchy):
min  x+y
za podminky x>+ y?=1
x,y €R
e Mdme n =2 proménné a m = 1 omezeni.
o flx,y)=x+y

e g(x,y) = x2+y? — 1 nebo g(x,y) =1 — x2 — y? o



Lokalni extrémy
vazané linearnimi rovnostmi



Hleddme extrémy diferencovatelné funkce : R” — R na afinnim podprostoru
X={xeR"|Ax=b}
kde A € R™<" b € R™. Neboli fe§ime dlohu

min/max  f(x)
za podminek Ax=Db
x € R"

Tedy g(x) = Ax — b je afinni zobrazeni.
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Podminka prvniho fadu

X ={x|Ax=b}=x*+nullA
Véta
Necht x* je lokdIni extrém funkce f za podminky Ax = b. Pak Vf(x*) L null A.
Diikaz: ProtoZze Ax® = b, mnoZinu ¥eSeni soustavy Ax = b lze psét jako
X" +nullA={x"+By|yeR"}
kde sloupce matice B € R™*¥ tvo¥ bézi podprostoru null A.
Tedy bod y = 0 musi byt volny lokdlni extrém funkce ¢(y) = f(x* + By). Tedy
¢'(y) = f'(x* + By)B = f'(x")B = 0.

Ale '(x*)B = 0 je totéz jako Vf(x*) L null A.
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Formulace podminky soustavou rovnic

x* + (null A)* = x* + mg AT

X ={x|Ax=b}=x*+nullA
VF(x*) Lnull A <= VFf(x*) € (null A)t = rng(AT)
— VF(x*) = f'(x*)7 je lin. kombinace sloupcti AT (tj. ¥adkii A)

> f'(x*) = —ATA pro n&jaké A € R™ (minus je konvence)

Podminka prvniho ¥adu (soustava m + n rovnic s m -+ n neznamymi):
f'(x) +ATA =0
Ax=b
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Ptiklad: ReSeni linearni soustavy s nejmensi normou

min %HXH2
za podminek Ax=Db

Podminky prvniho ¥adu:

x+A'TA=0
Ax=b
M3-li A linedrn& nezavislé ¥adky, pak optimalnim Yefenim je x = AT(AAT) ! b.
————
A+
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Pt¥iklad: Uloha nejmensich €tverci s linearnimi omezenimi
min %||Ax—b||2
za podminek Cx=d

Podminky prvniho ¥adu:

AT(Ax—b)+C"A=0

Cx=d
neboli
ATA CT| |x B ATb
C O0|[x] | d
o |ATACT] AL .
Tvrzeni: Matice C 0 je reguldrni, prdvé kdyz matice C ma |.n. sloupce a matice C

ma l.n. ¥adky.
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Lokalni extrémy
vazané nelinearnimi rovnostmi



Jsou dany spojit& diferencovatelné f: R" — R a g: R” — R"™.
Hleddme extrémy funkce f na mnoZzin&

X={xeR"|g(x)=0}.
Neboli fesime tlohu
min/max  f(x)
za podminek g(x) =0
x e R"

‘Odvozeni’ (neformalni!) podminky na lokalni extrémy:
1. MnoZinu X linearizujeme v okoli lokalniho extrému.

2. Tim dlohu pfevedeme na pripad linedrnich omezeni, ktery uZ zname.
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Tecny prostor k mnoziné pripustnych feSeni
Jak ‘linearizovat’ mnoZinu X = {x € R" | g(x) = 0} v okoli daného bodu x* € X?
Hledame ‘te¢ny prostor’ k mnoziné X v bodé x*.

Aproximujme g v okoli bodu x* Taylorovym polynomem 1. stupné

g(x) & Ty (x) = g(x) + &'(x")(x — x*)
—~—

0
MnoZina X se tim zmé&ni na (afinni) podprostor

{xeR"|g'(x)(x—x*)=0} = x*+ nullg'(x*)

X={x|gx)=0}

x* + null g’ (x*) 9/23



Podminka regularity

Potiz: Ne vzdy se mnozina X v okoli bodu x* podobd afinnimu podprostoru
(pFestoze se zobrazeni g v okoli bodu x* miZe podobat afinnimu zobrazenil).

Definice

Bod x € R" je zobrazeni g: R" — R™, jestlize ¥adky Jacobiho matice g'(x)
(tj. gradienty Vgi(x),...,Vgm(x)) jsou linedrn& nezavislé.

Specialné pro m = 1: Bod x je reguldrni bod funkce g: R" — R, jestlize Vg(x) # 0.

Tvrzeni (neformalni)
Necht x* € X je reguldrni bod zobrazeni g.

Pak mnoZina X je v okoli bodu x* ‘podobnd’ podprostoru x* + null g’(x*).
Ten ma dimenzi n — m a je ‘te¢ny’ k mnoZiné X v bodé& x*.

(Tvrzeni je neformdlni, protoZe jsme nedefinovali pojmy ‘te€ny’ a ‘podobnd’.)
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Pt¥iklad: dvé razné reprezentace kruznice

KruZznice X = {(x,y) € R? | g(x,y) = 0} je vrstevnice vysky nula funkce g:

gx,y)=x*+y*—1=0 gx,y)=(*+y*—1)2=0
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Ve(x,y) = 2(x,y) Veg(x,y) =4(x*+y* = 1)(x,y) = (0,0) V(x,y) € X

~

V8echny body z X jsou reguldrni body g. Zadny bod z X nenf reguldrni bod g.
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Podminka prvniho fadu

V podmince pro linedrni omezeni nahradime matici A Jacobiho matici g/(x*):

Véta

Necht x* je reguldrni bod zobrazeni g a lok3Ini extrém funkce f za podminky g(x) = 0.
Pak Vf(x*) L nullg’(x*).
VF(x*) Lnullg/(x*) < f'(x*) = =ATg/(x*) pro n&aké A € R™
Podminka prvniho ¥adu (soustava m + n rovnic s m + n nezndmymi):
F(x) + ATg/(x) = 0

g(x) =0 12/23



Lagrangeova funkce

Zavedeme L: R™" 5 R
L(x,A) = f(x) + X" g(x)
Pak soustava vySe jde napsat jako
Le(x,A) = f'(x) + ATg'(x) =0
La(x, ) = g(x)" =0
neboli L'(x,A) =0, tj. (x,A) je staciondrni bod funkce L.

Cisla (A1,...,Am) = A se nazyvaji
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Priklad

min x4y
za podminky x% +y?2 =1

Lagrangeova funkce
L(x,y,A) = x+y + M1 —x*—y?)
Staciondrni podminky pro L:
Li(x,y,A)=1—-2Xx =0
Ly(x,y,A)=1—=2xy =0
La(x,y,\)=1-x>—y?>=0

Regeni: (x,y,\) = +(1,1,1)/v/2.
Nagli jsme dva kandidaty na lok. extrémy: (x,y) = £(1,1)/v/2.
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Pt¥iklad: Nesplnéné podminky regularity

min x4y
za podminky (1 —x2—y?)2=0

MnoZzina pF¥ipustnych ¥eSeni X je stejnd kruznice jako minule, ale gradient

Va(x,y) = —4(1 — x> — y?)(x,y)

je na kruznici X nulovy, tedy zadny bod X neni regularni.

Lagrangeova funkce
L(x,y,A) = x+y + A1 = x* = y?)?
Podminky stacionarity
Le(x,y,A) =1 —4xx(1 — x> — y?)
Ly(x,y,A) =1 —4\y(1 — x> — y?)
Ly(x,y,A) = (1 = x* = y?)?

0
0
0

nemaji feSeni. LokdIni extrémy jsme nenasli, i kdyz existuji.
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Pt¥iklad: Nesplnéné podminky regularity
min  x

za podminky x> =0

LokaIni extrém x = 0 neni reguldrni bod, protoZe g’(x) = 2x = 0.

Lagrangeova funkce
L(x,\) = x + Ax?
Podminky stacionarity
Ly(x,\)=14+2x=0
La(x,\) = x? =0

nemaji feSeni. LokdIni extrém jsme nenasli.
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P¥iklad: Linearni omezeni

min  f(x)
za podminky Ax=Db

Lagrangeova funkce
L(x,A) = f(x) + AT (b — Ax)
Podminky stacionarity
L(x,A) = f'(x) = ATA =0
La(x,A)=(b—Ax)T =0

To jsme uz odvodili d¥ive.

Pro linearni omezeni ale nemusime pfedpoklddat rankg’(x) = rank A = m.
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Pt¥iklad z optiky: Fermativ princip

Fermativ princip nejkratsiho &asu v optice (1662)

Paprsek mezi dvéma body leti takovou drahou, aby doba letu byla nejkratsi.

e Zakon odrazu svétla od roviného nebo k¥ivého zrcadla
e Zikon lomu svétla na rovinném nebo zak¥iveném rozhrani dvou prostredi

e Modern&jsi upfesnéni: doba letu je stacionarni (vzhledem k variacim drahy)
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Odvozeni zakona odrazu od k¥ivého zrcadla

Ve(x) X={x|g(x)=0}
e Zrcadlo: plocha X = {x € R" | g(x) =0} kde g: R” = R
e Driha mezi dv€ma body a,b s odrazem od bodu x € X: f(x) = |la — x|| + ||b — x]|
e Hleddme staciondrni bod funkce f za podminky g(x) = 0:
Lagrangeova funkce L(x,A) = |la—x||+ ||b — x| + Ag(x)
e Podminka Lx(x,A) = 0 (po transpozici):

(@a—x)°+ (b —x)°+AVg(x) =0 kde jsme pouzili zkratku y° =y/||y||

Interpretace: Vektor Vg(x) (norméla k zrcadlu v bod& x) leZi v jedné rovin&

s jednotkovymi vektory (a — x)% a (b — x)® a piil{ thel mezi nimi.
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Podminky druhého ¥adu,
citlivostni analyza



x* je lok. extrém x* neni lok. extrém

Vidime, Ze:
e Zajima nds chovani funkce f jen na mnozin& X (& te&ném podprostoru v bodé& x*).

e V podmince musi n&jak vystupovar i zobrazeni g.
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Podminky druhého ¥adu
Potfebné nové pojmy:
e Matice A je pos. semidefinitni na podprostoru Y, jestlize x” Ax > 0 pro véechna x € Y

( <= matice BT AB je pos. semidefinitni, kde sloupce B tvo¥i bazi Y).
e Druha derivace Lagrangeovy funkce L(x, )\) = f(x) + ATg(x) podle x:
Lex(x,A) = PLxA) _ = "(x +Z)\, g'(
3x2
Véta
Necht f: R” — R a g: R” — R™ jsou dvakrat diferencovatelné v bod& x* € R".

Necht x* je reguldrni bod zobrazeni g.

e Jestlize x* je lokaIni minimum [maximum]| funkce f vdzané podminkou g(x) = 0,
pak existuje A tak Ze L'(x*,A) =0
a matice Ly (x*,\) je positivn& [negativng] semidefinitni na podprostoru null g’(x*).
o Jestlize existuje A tak Ze L'(x*,A\) =0
a matice matice Ly (x*, A) je positivn& [negativng| definitni na podprostoru null g’(x*),
pak x* je ostré lokdIni minimum [maximum] funkce f vadzané podminkou g(x) = 0.
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Citlivost na zménu pravych stran omezeni

Dény dvakrat spojité diferencovatelné f: R” — R a g: R” — R™ a vektor b € R".

Zkoumejme tlohu

min  f(x)
za podminek g(x)=b
x € R"

Ozna&me x*(b) lokdlni minimum dlohy a f(x*(b)) odpovidajici ti&elovou hodnotu.
Jak se méni f(x*(b)) v zavislosti na parametrech b (v malém okoli bodu b = 0)7

(
X

{x/gx)=b}
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Véta (o citlivosti)

Necht x*(0) je reguldrni bod zobrazeni g a ostré lokdIni minimum dlohy pro b = 0.
Necht X je odpovidajici vektor Lagrangeoych multiplikatord.
Pak pro kazdé b € R™ v n&jakém okoli bodu b = 0 existuje ostré lokdlni minimum x*(b)
tlohy, pficemZ funkce x* je v bodé b = 0 diferencovatelna.
Navic plati

df (x*(b))

= -
db b—0
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