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Analytické podminky na volné lokalni extrémy
Véta (podminka prvniho ¥adu)
Necht funkce f: R" — R je v bod& x € R" (totdIn&) diferencovatelna.

Jestlize x je lokalni extrém funkce f, pak f'(x) = 0.

Bod x € R” spliiujici f'(x) = 0 se nazyvd funkce f.

Véta (podminky druhého ¥adu)
Necht funkce f: R” — R je v bod& x € R" dvakrat diferencovatelna.
e Jestlize x je lokalni minimum [maximum] funkce f,
pak f’(x) = 0 a Hessova matice ”(x) je positivn& [negativn&] semidefinitni.

e Jestlize f'(x) = 0 a Hessova matice f”(x) je positivné [negativn&] definitn,
pak x je ostré lokalni minimum [maximum]| funkce f.

Tedy kdyz ”(x) je indefinitni, pak x neni lokaIni extrém.

Bod x, ve kterém f’(x) = 0 a f”(x) je indefinitni, se nazyva funkce f.
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Itera¢ni metody
na volné lokalni extrémy



Rychlost konvergence itera¢nich algoritmii

Necht posloupnost bodli x, € R" (k =0,1,2,...) konverguje k bodu x*.
Pak posloupnost &isel ry = ||xx — x*|| > 0 konverguje k nule.

Definice: JestliZe existuje limita

. kg
lim <+
k—oco  rg

p:

fekneme, Ze posloupnost x, (p¥ip. rx) konverguje

. , jestlize p =1
° ,Jestlize 0 < p <1
° , jestlize p =10
Ptiklady:
e Posloupnost r, = ¢ = (1,3, 3, %,...) konverguje sublinedrn.
e Posloupnost r, =275 = (3,1, %, &, ...) konverguje linedrn&.
e Posloupnost r, = 22" = (%, %, %, .. ) konverguje superlinedrné.

Co kdyZ limita neexistuje? Existuje-li posloupnost r, tak, Ze r, konverguje napf. linedrné a

re < r, Yk, fekneme Ze ri konverguje linedrné.
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Sestupné metody, nazvoslovi

Hleddme lokalni minimum diferencovatelné funkce f: R" — R.

e Zvolime xg € R”
e Tvofime posloupnost x1, X, ... pomoci iterace

Xk+1 = Xk + Vg

kde vy je a ay > 0 urduje

® v, o, mohou zdviset na hodnotach a derivacich funkce f
v bodech xx,Xk_1,Xk_2, ... (Easto zavisi jen na x).
je nejvyssi ¥ad pouzitych derivaci.

. pro kazdé k plati f(xx+1) < f(xk).
® v, je jestlize
fu (xk) = F'(xk) vk < 0

Tvrzeni: Je-li vy sestupny, pak existuje ax > 0 tak, Ze f(xx+1) = F(xk + axvk) < f(Xk).
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Volba soucinitele délky kroku o

ay je globalni minimum funkce ¢(a) = f(xx + avk) na intervalu (0, c0).

Hleddme ng&jaké o > 0 tak, aby ¢(a) < ¢(0).

: Zatneme od néjakého velkého o > 0 a zmenSujeme ho
(ndsobenim konstantou), dokud nespliiuje

(@) < 9(0) + c¢'(0)a
kde ¢ € (0,1) je libovolnad konstanta (stejnd pro viechny iterace).

©(0) o(a)

ol

©(0) + ¢'(0)a ©(0) + c¢'(0)a
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. soutiniteld ay. Obvykle spliiuje

o0
lim a, =0 Q) = 00.
k—o0 k ’ Z k
k=1
° ay = a > 0 pro kazdé k

Tyto dvé& volby negarantuji monoténni pokles funkce f.
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Gradientni metoda



Gradientni metoda (Gradient Descent)
Iterace:  xx411 = Xk — @, VF(xk)
o Smérv, = —V'(xx) = —f'(xx) 7 je vidy sestupny:
f/(xk) vk = —F'(x) ' (x) T = —||VF(xx)[?> < O
e Robustni: za velmi obecnych pfedpokladii konverguje, a to obvykle

e Pomald konvergence je-li funkce okolo minima protaZend (cik-cak chovani).

ke

0.
0.

0.6
- .8 1

N

o

) )
= N

o o
o =

s

S

7/24



Newtonova metoda



Newtonova metoda na FeSeni soustavy rovnic

Redime soustavu rovnic g(x) =0, kde g: R” — R" je dané diferencovatelné zobrazeni.
Iterace: Pro znamé x, hleddme x4 1 spliujici
Ty, (xis1) = g8(xk) + &' (%) (k41 — %) =0

To je linearni soustava s ¥eSenim

X Xpq1 Xk

o Konverguje, jestlize po¢dte¢ni odhad xg je ‘dost’ blizko n&jakého kotene.

e Tvrzeni: Jestlize konverguje, pak konverguje
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Pt¥iklad pro n = 1: Babylonska metoda na vypocet druhé odmocniny

Re&ime
gx)=x>—-a=0
Iterace:
2
fon—1 Xg —a 1( a)
Xk+1 = Xk — & (X Xk ) = Xk — =\ Xk+ —
k+1 k g(k) g( k) k 2 5 k X
Matlab:
a=4; x=a;
for i=1:5

x=(x+a/x)/2;
fprintf (’x=%.12g g=%.12g\n’,x,x"2-a);
end

x=2.5 g=2.25

x=2.05 g=0.2025

x=2.0006097561 g=0.00243939619274
x=2.00000009292 g=3.71689187872e-07
x=2 g=8.881784197e-15
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Pt¥iklad pro n = 2: Priisecik dvou rovinnych k¥ivek
Najdi FeSeni soustavy dvou rovnic o dvou neznamych:

(x—=1P2+y*=1

xryt=1
Iterace:
-1
Xk+1 _ X B 2(Xk — 1) 2y1< (Xk — ].)2 =+ yE -1
Yit1 Yk 4 4y} g +yp—1
g (Xk,Yk) g(xi,yi)
x = [1;1];

for iter = 1:5

g = [(x(1)-1)"2+x(2)"2-1; x(1)"4+x(2)"4-1];

x = x - [2*x(x(1)-1) 2*x(2); 4*x’."3] \ g;

fprintf (’x=(%.12g,%.12g) g=(%.12g,%.12g)\n’ ,x,g);
end

x=(0.75,1) g=(0.0625,0.31640625)

x=(0.678779069767,0.950944767442) g=(0.00747883674452,0.0300334591266)
x=(0.671937746776,0.944701508411) g=(8.57819836066e-05,0.000339082408219)
x=(0.671859761262,0.944629025098) g=(1.13355711484e-08,4.46057650816e-08)
x=(0.671859751039,0.944629015546) g=(0,8.881784197e-16)
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Pouziti Newtonovy metody na minimalizaci funkce

Hledame lokalni minimum dvakrat diferencovatelné funkce f: R” — R.
Iterace: Resime stacionarni podminku g(x) = f(x)” = 0 Newtonovou metodou:
X1 = xie — £ (xi) M (%) T
Jiny pohled: Minimalizujeme Tayloriv polynom Tx2k(Xk+1) funkce f stupn& 2 v okoli x

T2 (%kp1) = F(xk) + £/ (xk) (k1 — %) + 3 (i1 — %) TF7(xk) (Rug1 — Xk)

T (x)

x*  Xk41 Xk
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P¥idani délky kroku
Pro lepsi konvergenci |ze pt¥idat soudinitel délky kroku:

X1 = Xk — o £ (%) L (xi) T

i
Pro aj) = 1 se metoda nazyva Newtonova metoda.
o Vi = —f"(xx) " (%) T je sestupny, kdyZ f”(xx) je positivng definitni:

f/(Xk) Vi = —f/(xk)f"(xk)*lf/(xk)-r <0

e Pak je vyhodné soustavu f”(x,)vx = —f'(x,)" ¥eSit Choleského rozkladem.
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Kvasi-newtonovské metody

e Potitani Hessianu f”(xy) a ¥efeni soustavy " (xx)vix = —f'(xx)" je drahé.

o Myslenka kvasi-newtonovych metod:

" (xx) aproximujeme pomoci minulych hodnot f(x;) a f'(x;), i < k.
e Specialné pro n = 1 promé&nnou: metoda secen (vs. metoda te¢en = Newtonova metoda)

e Popularni metoda:
Matlabska funkce fminunc.
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Nelinearni uloha nejmensich ¢tvercii



Nelinearni tloha nejmensich Etverca

Pro dané diferencovatelné zobrazeni g: R” — R™ minimalizujeme funkci
m
f(x) = llg()l* = g(x)"g(x) = D _ &i(x)?
i=1

e Tedy minimalizujeme soulet ¢tverch danych funkci.

e Specidlni p¥ipad je linedrni tloha nejmensich &tvercl: zobrazeni g(x) = Ax — b je afinni.
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Gaussova-Newtonova metoda
Iterace: Zname x, a najdeme x4 ktere minimalizuje funkci

1T% (k1) [1? = llg(xk) + & (%) (xk+1 — x4
To je linearni tloha nejmensich ¢tvercl s feSenim

_l’_

Xk+1 = Xk — g/(Xk) g(x«)

Mizeme pfidat délku kroku:

Xkt1 = Xk — ak g8 (xk) T g(xk)
~——_————

.
Pro aj, = 1 se metoda nazyva Gaussova-Newtonova metoda.
Gaussiiv-Newtonlv smér
vie = —g'(xk) T8 (xk) = —(8'(xk) &' (xk) T & (%) T8 (x)
—_——
3P 0)T

je vZdy sestupny:

F'(x) vie = =57 (xi) (& (xk) "€/ (xk)) 2 (xk) T < 0
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Rozdil oproti Newtonové metodé

Minimalizace funkce f(x) = ||g(x)||> Newtonovou vs. Gaussovou-Newtonovou metodou:
e Gausstv-Newtonlv smér je
vie = —3(8'(xk) & (i) M (xi) T
o Newtonlv smér je

Ve = *f_”(Xk)_l fl(xk)T

1

= (&) T8 () + D gilxi)el (x)  Fxi)T
i=1

Gaussova-Newtonova metoda zanedbavd ¢leny druhého ¥adu v Hessidnu £”(x).
e Proto obvykle konverguje o néco pomaleji nez Newtonova metoda.

e Ale vyhoda: nemusime potitat Hessiany g/'(x)
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Ptiklad: P¥iblizny prisecik t¥i rovinnych k¥ivek
Najdi pFiblizné ¥eseni soustavy t¥i rovnic o dvou nezndmych:

(x—1P2+y* =1

xt+yt=1

Xt (y-1P%=3

Tedy minimalizujeme funkci
Fxy) =80, y) T8l y) = (x =1 +y* = 1)* + (x* +y* = 1) + (P + (y = 1)* = 3)°

Iterace Cisté Gaussovy-Newtonovy metody:
Xk+1 Xk 2 ; D 2y;; ) o _4 Y ;H//% !
[ ] = [}/k] — 4x; 4yp xgtye—1

Yk+1
* 2 2 —1)| |+ -12-3

-~

g (Xk,Yk) g(xk,yk)
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Matlab:

x = [1;1];

for iter = 1:10
g = [(x(1)-1)"2+x(2)"2-1; x(1)"4+x(2)"4-1; x(1)"2+(x(2)-1)"2-.5];
x = x - [2%(x(1)-1) 2*x(2); 4*x’.73; 2*x(1) 2*(x(2)-1)]1 \ g;
fprintf ("x=(%.12g,%.12g) g=Ch.12g,%.12g,%.12g)\n’ ,x,g);

end

x=(0.75,1) g=(0,1,0.5)

x=(0.696777860013,0.945770115246) g=(0.0625,0.31640625,0.0625)
x=(0.691092552216,0.940578214706) g=(-0.0135752229284,0.0358061117489,-0.0115597333957)
x=(0.691002680826 ,0.94054818438) g=(-0.0198888107249,0.0107820331379,-0.0188601357041)
x=(0.691002154829,0.940548357781) g=(-0.0198897696029,0.0105634499047 ,-0.0189807767107)
x=(0.691002152527,0.940548357855) g=(-0.0198891183559,0.0105633328127,-0.0189815242591)

x=(0.691002152516,0.940548357857) g=(-0.0198891167934,0.0105633300224,-0.0189815274491)
x=(0.691002152516,0.940548357857) g=(-0.0198891167821,0.0105633300147,-0.0189815274653)
x=(0.691002152516,0.940548357857) g=(-0.019889116782,0.0105633300146,-0.0189815274654)
x=(0.691002152516,0.940548357857) g=(-0.019889116782,0.0105633300146,-0.0189815274654)
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Levenbergova-Marquardtova metoda

Zopakujme linedrni dlohu nejmensich &tvercl s regularizaci:
e |[Ax — b||? + j|[x||? (kde p > 0), nabyv4 minima pro x = (ATA + ul)"1ATb.
e Matice ATA + ul je regularni pro kazdou A.

Iterace LM metody: Pro zndmé x, najdeme x4 1 jako minimum funkce

I?

g(xk) + & (k) (Rhs1 — xi)I> + prcl|xpers — x|,

tedy

X1 =Xk — (&' (xk) T8/ (xk) + 1)1 (xk) T (%)

e Pro py = 0 se blizi Gaussové-Newtonové iteraci.
e Pro px > 0 se blizi iteraci gradientni metody: Xx11 ~ Xk — ﬁ g’(xk)Tg(xk)
~———

lf’(xk)T
- o - 2
Heuristika pro volbu p (zérovefi nahrazuje line search):

a
e Pokud f(xkt1) < f(xk)
)

k), iteraci pfijmeme a py zmensime (nap¥. 2 krat).
e Pokud f(xkt1) > f(xk

iteraci odmitneme a (i zvé&tsime (napf. 2 krat).
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Ptiklad: Rekonstrukce scény z mnoha fotografii

3D Reconstruction
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Zobrazeni bodu v prostoru kamerou

X

0)

" camera center

e X € R3 je bod ve scéng
e x € R? je obraz bodu X v kamete

e O jsou parametry kamery (poloha, natoceni, zoom, radidlni zkresleni, ...)
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Rekonstrukce jednoho bodu

Zname obrazy xi,...,X, bodu X v kamerdch a parametry kamer 64, ..., 0,,. Odhadni bod X.

/ camera center 1

#P(X, 01)

X1 "

camera center 2 camera center 3

ReZen:
1. Najdi potateni odhad bodu X vhodnou linedrni metodou (neuvadime).

m
2. Upfesni odhad X minimalizaci funkce )~ [|p(X, ;) — x;|°.
i=1
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Rekonstrukce bodiu a kamer

Zname obrazy x;; bodl X; v kamerach 6; (kdei=1,...,m, j=1,...,n).
Odhadni body X1,...,X, a parametry 61,...,0,,.

Regen:
1. Najdi pocate¢ni odhad Xi,...,X, a 01,...,0, vhodnou linedrni metodou.

m n
2. Upfesni odhad minimalizaci funkce >~ |[p(X;, 07) — x>
i=1 j=1
Tento krok je zndmy jako
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P¥ehled probranych metod

uloha metoda iterace metody

mxin f(x) obecnd sestupni Xk+1 = Xk + QVk

mxin f(x) gradient Xpa1 = Xk — o £/ ()T

g(x)=0 Newton Xir1 = Xk — & (xk) g (xk)

mxin f(x) Newton Xpr1 = Xk — ag 7 (xp) L (xk) T

min ||g(x)||> | Gauss-Newton Hherd = Xk Tk %l()(,k)+g£Xk) .
e = xk — i 5(8' (k) g (%)) T (i) "

min ||g(x)[|* | Levenberg-Marquardt | xx1 = xx — 5(&"(xk) "g'(xx) + pch) 1 F/(xi) "
" T

Neutte se vzoretky nazpamét, ale nautte se je odvodit!

Hledejte v tabulce souvislosti!
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