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Úloha na nejvěťśı/nejmenš́ı stopu



Extrémy kvadratické formy na sfé̌re

Zopakujme: vlastńı č́ısla ve spektrálńım rozkladu A = VΛVT řad́ıme sestupně: λ1 ≥ · · · ≥ λn

Věta

Úloha

max{ xTAx | xTx = 1, x ∈ Rn }
má optimálńı hodnotu λ1 a ta se nabývá pro x = v1.

Důkaz: Máme xTAx = xTVΛVTx = yTΛy, což odpov́ıdá substituci x = Vy.

Protože V je ortogonálńı, je xTx = yTVTVy = yTy.

Tedy řeš́ıme úlohu s diagonálńı matićı:

max{λ1y
2
1 + · · ·+ λny

2
n︸ ︷︷ ︸

yTΛy

| y 2
1 + · · ·+ y 2

n︸ ︷︷ ︸
yT y

= 1, y ∈ Rn }

Optimum nastává pro y = (1, 0, . . . , 0) = e1, což odpov́ıdá x = Ve1 = v1 a yTΛy = λ1.

Analogicky pro minimalizaci: optimálńı hodnota je λn a nabývá se pro vn.
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Stopa, skalárńı součin matic

• Stopa matice A ∈ Rn×n je součet jej́ıch diagonálńıch prvk̊u: trA = a11 + · · ·+ ann

• Skalárńı součin matic: ⟨A,B⟩ =
∑
i

∑
j

aijbij = tr(ATB)

• Norma matice (Frobeniova): ∥A∥ =
(∑

i

∑
j

a2ij

)1/2
=

√
⟨A,A⟩
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Úloha na nejvěťśı/nejmenš́ı stopu

Věta

Necht’ k ≤ n. Úloha

max{ tr(XTAX) | XTX = I, X ∈ Rn×k }
má optimálńı hodnotu λ1 + · · ·+ λk a ta se nabývá pro X = [ v1 · · · vk ].

Jiný zápis: Jsou-li x1, . . . , xk ∈ Rn sloupce matice X, maximalizujeme

tr(XTAX) = xT1 Ax1 + · · ·+ xTk Axk

za podḿınky, že x1, . . . , xk jsou ortonormálńı.

Důkaz (myšlenka): Dosazeńım A = VΛVT a X = VY opět p̌revedeme na úlohu s diagonálńı matićı

max{ tr(YTΛY) | Y ∈ Rn×k , YTY = I }.

Tu lze vy̌rešit úvahou.

Analogicky pro minimalizaci.
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Proložeńı bod̊u podprostorem

(PCA)



Úloha na proložeńı bod̊u podprostorem

Dány body a1, . . . , an ∈ Rm a č́ıslo k ≤ m.

Najdi podprostor dimenze k, který minimalizuje součet čtverc̊u vzdálenost́ı k bodům.

0
aj
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Formulace

0

aj

rngY = (rngX)⊥ rngX

‖YYTaj‖ = ‖YTaj‖

‖XXTaj‖ = ‖XTaj‖

• Hledaný podprostor reprezentujme jako rngX kde X ∈ Rm×k má ortonorm. sloupce.

Jeho ortogonálńı doplněk je (rngX)⊥ = rngY kde Y ∈ Rm×(m−k) má ortonorm. sloupce.

• Minimalizujeme

∥YTa1∥2 + · · ·+ ∥YTan∥2 = ∥YTA∥2 = tr(YTAATY)

kde A = [ a1 · · · an ] ∈ Rm×n.

• Protože ∥XTai∥2 + ∥YTai∥2 = ∥ai∥2 (Pythagorova věta), je to stejné jako maximalizovat

∥XTa1∥2 + · · ·+ ∥XTan∥2 = ∥XTA∥2 = tr(XTAATX)
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Řešeńı

Tedy řeš́ıme libovolnou ze dvou úloh

min{ tr(YTAATY) | YTY = I, Y ∈ Rm×(m−k) }
max{ tr(XTAATX) | XTX = I, X ∈ Rm×k }

To jsou úlohy na nejmenš́ı/nejvěťśı stopu s matićı AAT .

Vy̌reš́ıme obě úlohy najednou:

• Spoč́ıtej spektrálńı rozklad AAT = VΛVT matice AAT .

• Rozděl matici V ∈ Rm×m na bloky jako V =
[
X Y

]
kde X ∈ Rm×k a Y ∈ Rm×(m−k).
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Př́ıklady vlastńıch vektor̊u matice AAT

A ∈ R2×1000, vl. č́ısla (1, 0.04) A ∈ R3×1000, vl. č́ısla (1, 0.16, 0.04)
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Projekce bod̊u na optimálńı podprostor

0

aj

rngY = (rngX)⊥ rngX

bj = XXTaj

Ortog. projekce bodů aj na optimálńı podprostor:

bj = XXTaj︸ ︷︷ ︸
cj

neboli B = XXTA︸ ︷︷ ︸
C

kde cj ∈ Rk (sloupce C) jsou soǔradnice bodu bj (sloupce B) v ortonormálńı bázi X.

Použit́ı:

• Komprese: matice X ∈ Rm×k a C ∈ Rk×n zaberou obvykle méně ḿısta než A ∈ Rm×n

• Redukce dimenze (pro visualizaci, rozpoznáváńı): body cj maj́ı menš́ı dimenzi než aj
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Formulace úlohy jako low-rank approximation

0
aj

bj

Ekvivalentńı formulace prokládáńı podprostorem: Hledáme body b1, . . . ,bn, které lež́ı v

(neznámém) podprostoru dimenze k a jsou nejbĺıže daným bodům a1, . . . , an.

min ∥a1 − b1∥2 + · · ·+ ∥an − bn∥2︸ ︷︷ ︸
∥A−B∥2

za podm. dim span{b1, . . . ,bn}︸ ︷︷ ︸
rankB

≤ k

To jde napsat jako úloha na nejbližš́ı matici nižš́ı hodnosti (low-rank approximation):

min{ ∥A− B∥2 | rankB ≤ k , B ∈ Rm×n }

Tvrzeńı

Optimálńı řešeńı této úlohy je B = XXTA, kde sloupce X jsou orton. báze opt. podprostoru.
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Př́ıklad: Komprese obrázku

Matice A ∈ [0, 255]660×940 je fotka: Matice B hodnosti k nejbližš́ı k matici A:

original k = 5, rms ≈ 31 k = 10, rms ≈ 20

log λi k = 50, rms ≈ 8 k = 100, rms ≈ 5

0 100 200 300 400 500 600 700

-5

0

5

10

15

20

25

10 / 29



Prokládáme afinńım podprostorem

Tvrzeńı

Necht’ a1, . . . , an ∈ Rm a k ≤ m. Afinńı podprostor dimenze k, který minimalizuje součet

čtverc̊u vzdálenost́ı k bodům a1, . . . , an, procháźı jejich těžǐstěm a = 1
n (a1 + · · ·+ an).

Důkaz je ve skriptech.

aj

0

ā

Proložeńı bodů afinńım podprostorem dimenze k ≤ m:

1. Zadané body posuneme tak, aby měly těžǐstě v počátku: aj := aj − a.

2. Posunuté body prolož́ıme (lineárńım) podprostorem dimenze k .

3. Nalezený podprostor posuneme zpátky o a.
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Př́ıklad: Rakovina prsu
Wisconsin Breast Cancer Dataset (accessed via Python):

from sklearn.datasets import load_breast_cancer
cancer = load_breast_cancer(as_frame=True)
with open(’output.txt’, ’a’) as f:

f.write(cancer.frame.to_string(header=False, index=False))

Př́ıznaky tvaru buněčných jader (m = 30 p̌ŕıznak̊u, n = 569 obrázk̊u):

# feature min max

1 radius (mean) 6.981 28.11
2 texture (mean) 9.71 39.28
3 perimeter (mean) 43.79 188.5
4 area (mean) 143.5 2501.0
5 smoothness (mean) 0.053 0.163
6 compactness (mean) 0.019 0.345
7 concavity (mean) 0.0 0.427
8 concave points (mean) 0.0 0.201
9 symmetry (mean) 0.106 0.304

10 fractal dimension (mean) 0.05 0.097
11 radius (standard error) 0.112 2.873
12 texture (standard error) 0.36 4.885
13 perimeter (standard error) 0.757 21.98
14 area (standard error) 6.802 542.2
15 smoothness (standard error) 0.002 0.031
16 compactness (standard error) 0.002 0.135
17 concavity (standard error) 0.0 0.396
18 concave points (standard error) 0.0 0.053
19 symmetry (standard error) 0.008 0.079
20 fractal dimension (standard error) 0.001 0.03
21 radius (worst) 7.93 36.04
22 texture (worst) 12.02 49.54
23 perimeter (worst) 50.41 251.2
24 area (worst) 185.2 4254.0
25 smoothness (worst) 0.071 0.223
26 compactness (worst) 0.027 1.058
27 concavity (worst) 0.0 1.252
28 concave points (worst) 0.0 0.291
29 symmetry (worst) 0.156 0.664
30 fractal dimension (worst) 0.055 0.208

Normalizace p̌ŕıznak̊u:

• Od každé soǔradnice odečti jej́ı sťr. hodnotu: aij := aij − 1
n

∑n
j=1 aij

(stejné jako aj := aj − ā)

• Každou soǔradnici vyděl jej́ı std. odchylkou: aij := aij/
√

1
n

∑n
j=1 a2ij

Prolož́ıme podprostorem dimenze k = 2 a proḿıtneme do něj.
Soǔradnice bodů v orton. bázi v1, v2 (benigńı, maligńı):
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Př́ıklad: Spoťreba potravin na britských ostrovech

Average consumption of food types in grams per person per week in the UK
(https://setosa.io/ev/principal-component-analysis)

England N.Ireland Scotland Wales

Alcoholic drinks 375 135 458 475

Beverages 57 47 53 73

Carcase meat 245 267 242 227

Cereals 1472 1494 1462 1582

Cheese 105 66 103 103

Confectionery 54 41 62 64

Fats and oils 193 209 184 235

Fish 147 93 122 160

Fresh fruit 1102 674 957 1137

Fresh potatoes 720 1033 566 874

Fresh Veg 253 143 171 265

Other meat 685 586 750 803

Other Veg 488 355 418 570

Processed potatoes 198 187 220 203

Processed Veg 360 334 337 365

Soft drinks 1374 1506 1572 1256

Sugars 156 139 147 175

-400 -300 -200 -100 0 100 200 300 400
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-200
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200

• 4 body v 17-rozměrném prostoru

• Odečteme těžǐstě.

• Prolož́ıme podprostorem dimenze 2 a proḿıtneme body do něj.

• Zobraźıme soǔradnice bodů v ortonormálńı bázi v1, v2
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Statistický pohled: Principal Component Analysis (PCA)

• a1, . . . , an ∈ Rm jsou vzorky náhodného vektoru a ∈ Rm

• Výběrová sťredńı hodnota (aproximace sťredńı hodnoty):

a =
1

n

n∑
j=1

aj ≈ E[a]

Označ́ıme ãj = aj − a, Ã = [ ã1 · · · ãn ].

• Výběrová kovariančńı matice (aproximace kovariančńı matice):

1

n

n∑
j=1

ãj ã
T
j =

1

n
ÃÃ

T ≈ E[(a− E[a])(a− E[a])T ]

Dekorelace:

• Když ÃÃ
T
= VΛVT , náhodný vektor VTa má diagonálńı kovariančńı matici

(jeho složky jsou nekorelované).

• Vlastńı vektory (sloupce V) se někdy nazývaj́ı hlavńı komponenty dat.
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Přeurčené homogenńı lineárńı

soustavy



Přibližné řešeńı p̌reurčených homogenńıch lineárńıch soustav

Kdy je homogenńı lineárńı soustava Ax = 0 ‘p̌reurčená’?

• Má vždy triviálńı řešeńı x = 0, tedy minimalizovat ∥Ax∥2 nemá smysl.

Chceme netriviálńı řešeńı, a nezálež́ı na vynásobeńı x skarárem!

• Smysluplná formulace:

min{ ∥Ax∥2 | xTx = 1, x ∈ Rn }
Řešeńı: vlastńı vektor matice ATA p̌ŕıslušný nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu.

• Obecněǰśı formulace:

min{ ∥AX∥2 | XTX = I, X ∈ Rn×(n−k) }
kde k je p̌redem známá dimenze prostoru řešeńı soustavy Ax = 0.
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Př́ıklad: Přibližné proložeńı bod̊u kuželosečkou

Prokládáme kuželosečku danými body (x1, y1), . . . , (xm, ym) ∈ R2.

• Kuželosečka: Q(x , y) = ax2 + bxy + cy2 + dx + ey + f = 0

• Přesná formulace: minimalizuj součet čtverc̊u vzdálenost́ı bodů od kuželosečky. Obt́ıžné!

• Přibližná formulace: řeš́ıme p̌reurčenou homogenńı soustavu (pro neznámé a, b, c , d , e, f )

Q(xi , yi ) = 0, i = 1, . . . ,m

Soustavu p̌reṕı̌seme jako Aθ = 0 kde

A =

x
2
1 x1y1 y21 x1 y1 1
...

...
...

...
...

...

x2m xmym y2m xm ym 1

 ∈ Rm×6, θ = (a, b, c , d , e, f ) ∈ R6

• Pro m > 5 má soustava obvykle jen triviálńı řešeńı θ = 0, kv̊uli chybám v mě̌reńı bodů.

• Minimalizujeme ∥Aθ∥2 za podḿınky θTθ = 1, tj.

min Q(x1, y1)
2 + · · ·+ Q(xm, ym)

2

za podḿınky a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f 2 = 1

a, b, c , d , e, f ∈ R
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Př́ıklad: Odhad epipolárńı geometrie

C C′

X

e′

x′

e

x

ℓ ℓ′

• Obrazové body x, x′ koresponduj́ı, jsou-li projekcemi nějakého bodu X v prostoru.

• e, e′ jsou epipóly (projekce sťredu C′,C druhé kamery)

• ℓ, ℓ′ jsou epipoláry (projekce paprsku z druhé kamery) p̌ŕıslušné bodu X

Algebraicky:

• Homogenńı soǔradnice obrazového bodu x = (x , y) ∈ R2 je vektor x̃ = (x , y , 1) ∈ R3.

• Pro každou dvojici kamer existuje matice F ∈ R3×3 hodnosti 2 (‘fundamentálńı matice’,

‘bifokálńı tensor’) tak, že pro každou koresponduj́ıćı dvojici x, x′ plat́ı x̃TFx̃′ = 0.

• Plat́ı ẽTF = 0 a Fẽ′ = 0
17 / 29



Odhad matice F z množiny dvojic odpov́ıdaj́ıćıch si bod̊u

Odhadujeme matici F z množiny namě̌rených koresponduj́ıćıch dvojic (x1, x′1), . . . , (xm, x
′
m).

• Řeš́ıme homogenńı soustavu s neznámými F = [fij ]:

x̃Ti Fx̃
′
i = 0, i = 1, . . . ,m

Pro m > 8 má obvykle jen triviálńı řešeńı F = 0, kv̊uli chybám v mě̌reńı a modelu.

• Soustavu p̌reṕı̌seme jako Af = 0 kde

A =

 x1x
′
1 y1x

′
1 x ′1 x1y

′
1 y1y

′
1 y ′1 x1 y1 1

...
...

...
...

...
...

...
...

...

xmx
′
m ymx

′
m x ′m xmy

′
m ymy

′
m y ′m xm ym 1

 ∈ Rm×9

f = (f11, f21, f31, f12, f22, f32, f13, f23, f33) ∈ R9

Minimalizujeme ∥Af∥2 za podḿınky fT f = 1.

• Funguje jen když soǔradnice bodů xi , x
′
i jsou cca v intervalu [−1, 1] (nutné p̌redzpracováńı).

• K odhadnuté F nakonec najdeme nejbližš́ı matici hodnosti 2 (low-rank approximation).
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V́ıce o podobných úlohách se dozv́ıte

• v magisterském p̌redmětu OI Trojrozměrné poč́ıtačové viděńı (TDV),

• v knize
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Singulárńı rozklad (SVD)



Singulárńı rozklad (Singular Value Decomposition, SVD)

Věta (existence SVD, redukovaná verze)

Každou matici A ∈ Rm×n lze rozložit jako

A = USVT = s1u1v
T
1 + · · ·+ spupv

T
p

kde p = min{m, n}, S ∈ Rp×p je diagonálńı a U,V maj́ı ortonormálńı sloupce.

• diagonálńı prvky s1 ≥ · · · ≥ sp ≥ 0 matice S jsou singulárńı č́ısla

• sloupce u1, . . . ,up matice U ∈ Rm×p jsou levé singulárńı vektory

• sloupce v1, . . . , vp matice V ∈ Rn×p jsou pravé singulárńı vektory

Plná verze SVD:

• Doplńıme U p̌ridáńım m − p sloupc̊u na ortogonálńı matici U ∈ Rm×m

• Doplńıme V p̌ridáńım n − p sloupc̊u na ortogonálńı matici V ∈ Rn×n

• Doplńıme S p̌ridáńım m − p nulových řádk̊u a n − p nulových sloupc̊u na S ∈ Rm×n
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Souvislost SVD se spektrálńım rozkladem

Tvrzeńı

Nenulová sing. č́ısla matice A jsou odmocniny nenulových vlastńıch č́ısel matic ATA a AAT .

Důkaz: Jestliže A = USVT , pak

ATA = VSTUTUSVT = VS2VT

AAT = USVTVSTUT = US2UT

To jsou spektrálńı rozklady matic ATA a AAT .

Výpočet SVD pomoćı spektrálńıho rozkladu:

1. Spočteme V a S ze spektr. rozkladu ATA = VS2VT .

2. Pro nenulová sing. č́ısla sj spočteme uj = Avj/sj (důkaz ve skriptech).
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Výpočet součinu ATA nebo AAT ale vede k zaokrouhlovaćım chybám.

Lepš́ı možnost:

Tvrzeńı

Nenulová sing. č́ısla matice A jsou kladná vlastńı č́ısla matice

[
0 AT

A 0

]
.

Důkaz ve skriptech.

V Matlabu:

• plná verze: [U,S,V]=svd(A)

• redukovaná verze: [U,S,V]=svd(A,’econ’)
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Poznámka o numerické lineárńı algeb̌re

Potkali jsme už několik rozkladů matic: LU, QR, Cholesky a LDL, spektrálńı, SVD.

Ty jsou p̌redmětem numerické lineárńı algebry. Základńı kniha:
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Nejbližš́ı matice nižš́ı hodnosti z SVD

Zopakujme úlohu na nejbližśı matici nižš́ı hodnosti (k ≤ p = min{m, n}):
min{ ∥A− B∥2 | rankB ≤ k , B ∈ Rm×n }

Věta (Eckart-Young)

Necht’ A = USVT = s1u1vT1 + · · ·+ spupvTp . Optimálńı řešeńı úlohy je

B = USkV
T = s1u1v

T
1 + · · ·+ skukv

T
k kde Sk = diag(s1, . . . , sk , 0, . . . , 0)

(Tedy vynulujeme singulárńı č́ısla kromě k nejvěťśıch.)

Důkaz je rutina: Spočti optimálńı X ze spektrálńıho rozkladu AAT , dosad’ B = XXTA a upravuj.
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Maximalizace lineárńı funkce matice s ortonormálńımi sloupci

Věta

Necht’ A ∈ Rm×n kde m ≥ n. Úloha

max{ ⟨A,X⟩ | XTX = I, X ∈ Rm×n }
nabývá optimum pro X = UVT kde USVT = A je redukované SVD matice A.

Důkaz je ve skriptech.
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Př́ıklad: Nejbližš́ı isometrie

Pro danou A ∈ Rm×n najděte nejbližš́ı matici s ortonormálńımi sloupci:

min{ ∥X− A∥2 | XTX = I, X ∈ Rm×n }.

Řešeńı: Máme

∥X− A∥2 = ⟨X− A,X− A⟩ = ∥X∥2 − 2⟨A,X⟩+ ∥A∥2

Výrazy ∥A∥2 a ∥X∥2 = tr(XTX) = tr I = n nezávisej́ı na X.

Tedy stač́ı maximalizovat ⟨A,X⟩, č́ımž se úloha p̌revedla na minulou úlohu.
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Př́ıklad: Ortogonálńı Procrust̊uv problém

Procrustes
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Dány A = [ a1 · · · ak ] ∈ Rn×k a B = [b1 · · · bk ] ∈ Rm×k , kde m ≥ n.

Najdi isometrii X ∈ Rm×n, aby body Xai byly co nejbĺıže bodům bi :

minimalizuj
k∑

i=1

∥Xai − bi∥2 = ∥XA− B∥2 za podḿınky XTX = I

https://simonensemble.github.io/2018-10/orthogonal-procrustes

Řešeńı: Máme

∥XA− B∥2 = ⟨XA− B,XA− B⟩ = ∥XA∥2 − 2⟨XA,B⟩+ ∥B∥2

Výrazy ∥XA∥2 = ∥A∥2 a ∥B∥2 nezávisej́ı na X.

Tedy maximalizujeme ⟨XA,B⟩ = ⟨BAT ,X⟩.
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