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Uloha na nejvétsi/nejmensi stopu



Extrémy kvadratické formy na sfére

Zopakujme: vlastni &isla ve spektralnim rozkladu A = VAV ¥adime sestupn&: \; > --- > \,

Véta
Uloha

max{x Ax |x'x=1, x e R"}
ma optimalni hodnotu \; a ta se nabyva pro x = vj.

Dikaz: Médme x” Ax = x’ VAV x = yT Ay, co? odpovida substituci x = Vy.
Protoze V je ortogonalni, je x ' x =y'V'Vy =y'y.
Tedy ¥e$ime ulohu s diagondlni matici:

max{ Aty; + -+ Xaya [yi+- - +yi =1, yeR"}

T

yThy yTy

Optimum nastava pro y = (1,0,...,0) = e, co? odpovidd x = Ve; = v; a y Ay = \;.

Analogicky pro minimalizaci: optimalni hodnota je A, a nabyva se pro v,,.
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Stopa, skalarni soucin matic

° matice A € R"™" je soulet jejich diagondlnich prvki: trA = aj; + -+ apn
. : (A,B)=> " ayb; =tr(ATB)
i
5\ 1/2
. (Frobeniova): ||A]| = (ZZaU) =(A,A)
i
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Uloha na nejvétsi/nejmensi stopu
Véta
Necht k < n. Uloha
max{ tr(XTAX) | XTX =1, X € R"™*}
m3 optimalni hodnotu A; + - - - + Ax a ta se nabyva pro X = [vy --- vg].
Jiny zapis: Jsou-li x1,...,x, € R" sloupce matice X, maximalizujeme
tr(XTAX) = x{ Axq + - + x] Ax

za podminky, Ze X1, ..., X, jsou ortonormalni.

Diikaz (my%lenka): Dosazenim A = VAV" a X = VY opét prevedeme na dlohu s diagondlni matici
max{tr(Y'AY) | Y e R”* Y'Y =1}

Tu lze vy¥esit Gvahou.

Analogicky pro minimalizaci.
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Prolozeni bodi podprostorem
(PCA)



Uloha na proloZeni bodi podprostorem

Dany body aj,...,a, € R™ a &islo k < m.
Najdi podprostor dimenze k, ktery minimalizuje soudet &tverch vzdalenosti k bodim.
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Formulace

rng X

LYY Tay) = (Y Tay|
- a;

TIIXXTay] = (X7 a|

e Hledany podprostor reprezentujme jako rng X kde X € R™*k m4 ortonorm. sloupce.
Jeho ortogonalni doplngk je (rng X)- = rng Y kde Y € R™*(m=k) m4 ortonorm. sloupce.
e Minimalizujeme
IYTaq[>+ -+ YTan> = |[YTA|? = tr(YTAATY)
kde A=[a; --- a,] € R™".
e Protoze |XTa;||? + ||YTa;||? = ||la;||> (Pythagorova v&ta), je to stejné jako maximalizovat
IXTar|]> + -+ [ XTa,||? = |XTA|? = tr((XTAATX)
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Re3eni

Tedy ¥eSime libovolnou ze dvou tloh
min{tr(YTAATY) ‘ Y'Y = 1LY e Rmx(m—k)}
max{tr(XTAATX) | XTX=1 Xe Rmxk}

To jsou tlohy na nejmensi/nejv&téi stopu s matici AAT .

Vytesime obé tlohy najednou:
e Spotitej spektralni rozklad AAT = VAV matice AAT.
e Rozd¥l matici V € R™ ™ na bloky jako V = [X Y] kde X € R™k 3 Y € Rm*(m=k),
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Ptiklady vlastnich vektorii matice AA"

A € R2¥1000 | ¥isla (1, 0.04) A € R3*1000 v gsla (1, 0.16, 0.04)
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Projekce bodi na optimalni podprostor

mg¥Y = (rmgX)+

Ortog. projekce bodii a; na optimdlni podprostor:

bj=XX"a;  neboli B=XX'A
C
<

kde ¢; € R¥ (sloupce C) jsou soutadnice bodu b; (sloupce B) v ortonormalni bazi X.

Pouziti:
° matice X € R™*k a C € R¥*" zaberou obvykle mén& mista nez A € R™*"
. (pro visualizaci, rozpoznavani): body ¢; maji men3i dimenzi nez a;
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Formulace ulohy jako low-rank approximation
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Ekvivalentni formulace prokladani podprostorem: Hledame body by, ..., b,, které leZi v
(nezndmém) podprostoru dimenze k a jsou nejblize danym bodim ag, ..., a,.

min ||a; — b1||>+ -+ |ja, — b,]|> za podm. dimspan{by,...,b,} < k

lA-B|2 rank B

To jde napsat jako tloha na ( ):
min{ |A — B||? | rankB < k, B € R™*"}

Tvrzeni

Y s

Optimalni ¥edeni této tlohy je B = XXTA, kde sloupce X jsou orton. baze opt. podprostoru.
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Pt¥iklad: Komprese obrazku

Matice A € [0,255]%00%940 je fotka: Matice B hodnosti k nejbliz&i k matici A:

original k=05, rms~3l k =10, rms = 20

log A\; k=100, rms~5




Prokladame afinnim podprostorem

Tvrzeni
Necht a1,...,a, € R™ a k < m. Afinni podprostor dimenze k, ktery minimalizuje soudet
¢tverch vzdalenosti k bodiim ag, ..., a,, prochdzi jejich a= %(al +---+ap).

Dikaz je ve skriptech.

ProloZeni bodi afinnim podprostorem dimenze k < m:

Yy

1. Zadané body posuneme tak, aby mély t&Zisté€ v poatku: a; := a; — a.

2. Posunuté body prolozime (linedrnim) podprostorem dimenze k.
3. Nalezeny podprostor posuneme zpdtky o a.
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Pt¥iklad: Rakovina prsu

Wisconsin Breast Cancer Dataset (accessed via Python):

from sklearn.datasets import load_breast_cancer

cancer = load_breast_cancer(as_frame=True)

with open(’output.txt’, ’a’) as f:
f.write(cancer.frame.to_string(header=False, index=False))

P¥iznaky tvaru bun&nych jader (m = 30 p¥iznakl, n = 569 obrazki):

# feature min max

1 radius (mean) 6.981 28.11

2 texture (mean) 9.71 39.28

3 perimeter (mean) 43.79 188.5

4 area (mean) 143.5 2501.0

5 smoothness (mean) 0.053 0.163

6 compactness (mean) 0.019 0.345 Normalizace p¥iznakii:

7 concavity (mean) 0.0 0.427

g concave P‘izints (r)nean) 8-?06 858[1‘ e Od kaZdé soutadnice odetti jeji st¥. hodnotu: aj; 1= a;; — % Z;:l ajj

symmetry (mean . . L _ -

10 | fractal dimension (mean) 0.05 0.097 (stejné jako aj := a; — 3)
E Eggmfe(?tsig:;;?de;?gr) 8%@132 iggg e Kazdou soufadnici vyd¥l jeji std. odchylkou: a;; := a;;/4/1 "y a7
L mmsfyeee) | dn o proinspotstoren e =23 e o
15 smoothness (standard error) 0.002 0.031 oufadnice bodii v orton. bazi vy, vz (benigni, maligni):

16 compactness (standard error) 0.002 0.135

17 concavity (standard error) 0.0 0.396 ol |
18 concave points (standard error) 0.0 0.053
19 symmetry (standard error) 0.008 0.079
20 fractal dimension (standard error) 0.001 0.03 oo 1
21 radius (worst) 7.93 36.04
22 texture (worst) 12.02 49.54 oL ]
23 perimeter (worst) 50.41 251.2 . c
24 area (worst) 185.2  4254.0 R
25 smoothness (worst) 0.071 0.223 oos - . 1
26 compactness (worst) 0.027 1.058
27 concavity (worst) 0.0 1.252 ol ]
28 concave points (worst) 0.0 0.291
29 symmetry (worst) 0.156 0.664 B B
30 fractal dimension (worst) 0.055 0.208 otsp . 1

02l
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P¥iklad: Spotfeba potravin na britskych ostrovech

Average consumption of food types in grams per person per week in the UK
(https://setosa.io/ev/principal-component-analysis

England N.Ireland Scotland Wales
Alcoholic drinks 375 135 458 475
Beverages 57 47 53 73
Carcase meat 245 267 242 227
Cereals 1472 1494 1462 1582
Cheese 105 66 103 103
Confectionery 54 41 62 64
Fats and oils 193 209 184 235
Fish 147 93 122 160
Fresh fruit 1102 674 957 1137
Fresh potatoes 720 1033 566 874
Fresh Veg 253 143 171 265
Other meat 685 586 750 803
Other Veg 488 355 418 570
Processed potatoes 198 187 220 203
Processed Veg 360 334 337 365
Soft drinks 1374 1506 1572 1256
Sugars 156 139 147 175

e 4 body v 17-rozm
e Odelteme té&Ziste.
e ProloZime podprostorem dimenze 2 a promitneme body do négj.

e /Zobrazime sou¥adnice bodl v ortonormalni bazi vi, v,

% 7

&rném prostoru

200

300

400

13/29



Statisticky pohled: Principal Component Analysis (PCA)

® aj,...,a, € R™ jsou vzorky ndhodného vektoru a € R™

Vybérova stfedni hodnota (aproximace stfedni hodnoty):

n

1
*:—g i~ E
a nj—laJ [a]

Oznatime 4 =a;—a, A=[a; --- a,].

Vybé&rové kovarianéni matice (aproximace kovariangni matice):

1S aa = 1AAT < i@ Bla(a - Bla))
j=1

Kdyz AAT = VAV, nidhodny vektor VTa ma diagonalni kovarianéni matici

(jeho slozky jsou nekorelované).

Vlastni vektory (sloupce V) se n&kdy nazyvaji dat.
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Pfeurcené homogenni linearni
soustavy



P¥iblizné feSeni preuréenych homogennich linearnich soustav

Kdy je homogenni linedrni soustava Ax = 0 ‘pfeurend’?
e M4 vzdy trivialni ¥efeni x = 0, tedy minimalizovat ||Ax||?> nem4 smysl.
Chceme netrividlni ¥eSeni, a nezaleZi na vynasobeni x skardrem!
e Smysluplnd formulace:

min{ |Ax||? | x"x =1, xe R"}

Regeni: vlastni vektor matice AT A p¥isludny nejmenimu vlastnimu &islu.

e Obecnéjsi formulace:
min{ [|AX|]? | XX =1, X e R™*("=k)}

kde k je pfedem zndma dimenze prostoru ¥eSeni soustavy Ax = 0.
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Ptiklad: P¥iblizné prolozeni bodi kuZelosetkou

Prokldddme kuzelosetku danymi body (x1,y1),- -, (Xm, ym) € R2.
e Kuzelosetka: Q(x,y) = ax?> + bxy + cy?> +dx+ey +f =0
e PYesnd formulace: minimalizuj soudet ¢tvercli vzdalenosti bodi od kuZelosetky. Obtizné!
e P¥iblizna formulace: YeSime p¥euréenou homogenni soustavu (pro nezndmé a, b, c,d, e, f)

Q(xi,yi)=0, i=1,...,m
Soustavu p¥epieme jako AG = 0 kde
X oy i oxaon 1
A= |: : : : e R™6, 6 =(a,b,c,d,e, f) € R®
X;%q XmYm yl‘2n Xm Ym 1
e Pro m > 5 m3d soustava obvykle jen trividlni ¥eSeni @ = 0, kvili chybam v méfeni bod.

e Minimalizujeme ||A8||> za podminky 876 = 1, tj.
min Q(X17YI)2+”'+ Q(vaym)2
za podminky a° + b+ 2+ d*+ e +f2 =1

a,b,c,d,e,f €R
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Pt¥iklad: Odhad epipolarni geometrie

C

{4
e Obrazové body x, x’ , jsou-li projekcemi néjakého bodu X v prostoru.
e e, € jsou (projekce stredu C’, C druhé kamery)
e £, ¢ jsou (projekce paprsku z druhé kamery) p¥isluiné bodu X
Algebraicky:
. obrazového bodu x = (x,y) € R? je vektor X = (x,y,1) € R3.

e Pro kazdou dvojici kamer existuje matice F € R3*3 hodnosti 2 (‘fundamentélni matice’,
‘bifokalni tensor’) tak, %e pro kaZdou korespondujici dvojici x, x’ platf xTFx' =0.

e Platie’F=0aF&' =0
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Odhad matice F z mnoziny dvojic odpovidajicich si bodu

Odhadujeme matici F z mnoZiny namé&¥enych korespondujicich dvojic (x1,x}), ..., (Xm, X,).
e Re¥ime homogenni soustavu s neznamymi F = [f;]:
xIFX. =0, i=1,....m
Pro m > 8 m3 obvykle jen trividlni ¥eSeni F = 0, kvili chybdm v m&Feni a modelu.
e Soustavu prepiseme jako Af = 0 kde
xxqg oy oxg oxayp o ywi oy o oyn 1

A= c Rmxg

XmXm  YmXm  Xm  XmYm YmYm Ym Xm Ym 1
f = (A1, fo1, 31, fi2, Foz, 32, 13, o3, fa3) € R?
Minimalizujeme ||Af||? za podminky f7f = 1.
e Funguje jen kdyZ soufadnice bodi x;, X} jsou cca v intervalu [—1, 1] (nutné pfedzpracovani).

e K odhadnuté F nakonec najdeme nejblizsi matici hodnosti 2 (low-rank approximation).
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Vice o podobnych dlohich se dozvite
e v magisterském ptedmétu Ol Trojrozmérné pocitatové vidéni (TDV),

e v knize

Multiple View
Geometry

in computer vision

Richard Hartley and Andrew Zisserman
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Singularni rozklad (SVD)



Singularni rozklad (Singular Value Decomposition, SVD)

Véta (existence SVD, redukovana verze)

KaZdou matici A € R™*" |ze rozloZit jako

A=USV'™ =supv{ +-- + spupv;—
kde p = min{m, n}, S € RP*P je diagondlni a U,V maji ortonormalni sloupce.

e diagondini prvky s; > --- > s, > 0 matice S jsou

e sloupce uy,...,u, matice U € R™*P jsou
e sloupce vy, ..., v, matice V € R"*P jsou
SVD:
e Doplnime U p¥idanim m — p sloupcii na ortogonalni matici U € R™*™M

Doplnime V pfidanim n — p sloupcii na ortogonalni matici V € R™"

Doplnime S p¥idanim m — p nulovych ¥adki a n — p nulovych sloupcii na S € R™*"
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Souvislost SVD se spektralnim rozkladem

Tvrzeni

Nenulova sing. &isla matice A jsou odmocniny nenulovych vlastnich &isel matic ATA a AAT.

Diikaz: Jestlize A = USV, pak
ATA=vSsUTuUsSV’ =vs?v’
AAT =uUsv’vs'u’ = usiu’

To jsou spektralni rozklady matic ATA a AA.

Vypotet SVD pomoci spektrilniho rozkladu:
1. Spotteme V a S ze spektr. rozkladu ATA = VSV T,

2. Pro nenulova sing. &isla s; spoéteme u; = Av;/s; (dikaz ve skriptech).
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Vypotet souinu ATA nebo AAT ale vede k zaokrouhlovacim chybam.
Lepsi moZnost:
Tvrzeni

AT

0

Nenulova sing. &isla matice A jsou kladna vlastni &isla matice

Dikaz ve skriptech.

V Matlabu:
e plna verze:

e redukovana verze:
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Potkali jsme uZ n&kolik rozkladi matic: LU, QR, Cholesky a LDL, spektrélni, SVD.
Ty jsou pfedmétem numerické linearni algebry. Zakladni kniha:

MATRIX

COMPUTATIONS

— |
— @L_:th Edition

Gene H. Golub
Charles F. Van Loan
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Nejblizsi matice nizsi hodnosti z SVD
Zopakujme dlohu na nejbliZsi matici niz&i hodnosti (k < p = min{m, n}):

min{ |A — B||? | rankB < k, B € R™*"}

Véta (Eckart-Young)
Necht A =USV' = sjujv] +--- + spupv;—. Optimalni ¥eSeni dlohy je
B=US,V' = slulvlT 4+ 4 skukva kde Sy = diag(si,...,5k,0,...,0)

(Tedy vynulujeme singularni &isla krom& k nejvé&tsich.)

Diikaz je rutina: Spotti optimalni X ze spektrélniho rozkladu AAT, dosad B = XXTA a upravuj.
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Maximalizace linearni funkce matice s ortonormalnimi sloupci
Véta
Necht A € R™*" kde m > n. Uloha
max{ (A,X) | XTX =1, X e R™"}
nabyva optimum pro X = UV kde USVT = A je redukované SVD matice A.

Dikaz je ve skriptech.
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v s

Pro danou A € R™*" najd&te nejbliZsi matici s ortonormalnimi sloupci:
min{ X — A|? | XTX =1, X e R™"}.

Regeni: Mame
X — A = (X = A, X = A) = [ X|* - 2(A, X) + ||A|]?

Vyrazy ||A|? a | X||> = tr(XTX) = tr| = n nezdviseji na X.
Tedy sta¢i maximalizovat (A, X), &mzZ se tloha pfevedla na minulou dlohu.
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Diény A =[a; --- ax] € R™ a B =[b; --- by] € R™*k kde m > n.
Najdi isometrii X € R™*", aby body Xa; byly co nejblize bodim b;:

inimalizuj Xa; — b;||? = || XA — B|? dminky XX =1
minimalizuj a; — bj||” = — za podminky =
=1
0.4 Joo 0.6 0.6
0.2 4 0.4
y e 04 y 02
0.2 0.0 y 0.0 0.0
0.2
0.4 0.2 0.4 0.2
0.7 -06 -05 -04 -0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.1 00 01 02 03 04 05 06 0.7 1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 01 00 01 02 03 04 05 06 07
X X X

X
https://simonensemble.github.io/2018-10/orthogonal-procrustes

IXA — BIP> = (XA — B,XA — B) = |XA|]? - 2(XA,B) + ||B|]

Vyrazy | XA|]? = ||A||? a ||BJ||? nezaviseji na X.
Tedy maximalizujeme (XA, B) = (BAT, X).
29/29


https://simonensemble.github.io/2018-10/orthogonal-procrustes

	Úloha na největší/nejmenší stopu
	Proložení bodů podprostorem (PCA)
	Přeurčené homogenní lineární soustavy
	Singulární rozklad (SVD)

