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Uloha na nejmensi stopu



Stopa, skalarni soucin matic

tvercové matice A = [a;] € R™" je
trA=aj; +- -+ ap

Vlastnosti:

o tr(A+B)=trA+trB
o tr(aA) = atrA
o tr(AT) =1trA

e tr(AB) = tr(BA) (kde A, B nemusi byt &tvercové)
Specialng: tr(CAC™1) = tr A
e trA=X\1+---+ ),

Skaladrni sou€in a norma matic:

Z ajib; = tr(ATB)

|A] = Zau V(A A) = \/tr(ATA)
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Umluva o fazeni vlastnich c&isel symetrické matice

Zopakujme spektralni rozklad symetrické matice A € R™":

A=VAV'
kde

A1
V=[v -v,], VIV=lI, A=

Umluva: Dile budeme predpokladat A\; < --- < A
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Extrémy kvadratické formy na sfére
Véta
Uloha
min{x"Ax | x"x =1, x e R"}
mda minimalni hodnotu \; a ta se nabyva pro x = vj.
Dukaz: Spektradini rozklad a substituce x = Vy:
x"TAx =x"VAV x = y" Ay = \iy? + - + Any?

ProtoZe V je ortogonalni, je
x'x = yTVTVy =1 <= yTy =1

Tedy dloha je ekvivalentni tloze
. 2 2 no 2 2
min{ Ayi + -+ Ayn [YER", yi +--- +y, =1}
Optimum nastdva proy = (1,0,...,0) = e, co? odpovidd x = Ve; = vi a y' Ay = \;.

-

. . . e x ' Ax

Uloha je ekvivalentni minimalizaci f(x) = —=
xTx

na R™\ {0}.
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Uloha na nejmensi stopu
Véta
Necht k < n. Uloha
min{ tr(XTAX) | XX =1, X ¢ R™k}
m3 optimalni hodnotu A; + - - - + Ax a ta se nabyva pro X = [vy --- vg].
Interpretace: Jsou-li x1,...,x,x € R" sloupce matice X, minimalizujeme
tr(XTAX) = x{ Axq + - + x] Ax

za podminky, Ze X1, ..., X, jsou ortonormalni.

Myzglenka ditkazu: dosazenim A = VAV" a X = VY opét prevedeme na jednodusi tlohu
min{tr(Y'AY) | Y € R”* YTY =1}.

Tu vyfesime tvahou.
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Prolozeni bodi podprostorem



Uloha na proloZeni bodi podprostorem

Dany body aj,...,a, € R™ a &islo k < m.
Najdi podprostor dimenze k, ktery minimalizuje soudet &tverch vzdalenosti k bodim.
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Algebraicka formulace ulohy

mgX = (mgY)+ mg Y

*IXXTaj| = [[XTay|

Hledany podprostor reprezentujme jako rngY kde Y € R™*k,
Jeho ortogonalini doplngk je (rng Y)* = rng X kde X € R™*(m=K) 3 XTX =1.
Vzdalenost bodu aj od podprostoru rgY je [ XX aj|| = || X aj]|

Soucet ¢tverci vzdalenosti v bodiim je

IXTa? + - + [[XTay||? = [IXTA|? = tr(XTAATX)

kde A=[a; --- a,] € R™*",
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Re3eni
Tedy YeSime
min{ tr(XTAATX) | XTX =1, X ¢ R™(m=k)1

To je tloha na nejmenéi stopu s matici AAT.

e Spotitej spektralni rozklad AAT = VAV matice AAT.

e Oznat X € R™*(m=K) 3 Y € R™*k bloky matice V = [X Y] e RmMxm,

Sloupce matice Y tvofi ortonormalni bazi hledaného podprostoru.
Sloupce matice X tvofi ortonormalni bazi jeho ortogonéliniho dopliiku.

e Optimalni hodnota dlohy je Ay + -+ + Ak

vSechna )\; jsou nezdpornd, protoze AA" je pos. semidefinitni
J p p ep
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Ptiklady vlastnich vektorii matice AA"

A € R2¥1000 | ¥isla (1, 0.04) A € R3*1000 v gsla (1, 0.16, 0.04)
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Projekce bodi na optimalni podprostor

mgX = (mgY)+

Ortog. projekce bodii a; na optimdlni podprostor:

bi=YY"a; neboli B=YY'A
. C

j

kde c; € Rk (sloupce C) jsou soufadnice bodu b; (sloupce B) v ortonormélini bazi Y.

Pouziti:
° matice Y € R™*k a C € R¥*" zaberou méné mista ne A € R™*"
° (pro visualizaci, rozpoznavani): body ¢; maji men3i dimenzi nez a;
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Ekvivalentni formulace jako low-rank approximation
Uloha na nejbliz&i matici niZ&i hodnosti (low-rank approximation):

min{ |A — B||? | rankB < k, B € R™*"}

Tvrzeni

Tato tloha ma stejnou opt. hodnotu jako tloha na proloZeni bodid podprostorem.
Jeji optimalni ¥edeni je B=YYTA.

Diikaz: Hleddme body [b: --- b,] = B, které

minimalizuji ||a; — by|]> + - - + ||a, — b,||> = ||A — B||?> za podminky dimspan{bs,...,b,} =rankB < k.
Optimalni body b; jsou ortog. projekce bodi a; na optimalni podprostor.
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Pt¥iklad na aproximaci matice

Matice A € [0,255]%00%940 je fotka: Matice B hodnosti k nejbliz&i k matici A:

original k=05, rms~3l k =10, rms = 20

log A\; k=100, rms~5




Prokladame afinnim podprostorem

Tvrzeni
Necht aj,...,a, € R™ a k < m. Afinni podprostor dimenze k, ktery minimalizuje souget
¢tvercl vzdalenosti k bodiim ajy, ..., a,, prochazi jejich

a=1@ + - +a,).

Diikaz je ve skriptech.

ProloZeni bodi afinnim podprostorem dimenze k < m:

N

1. Zadané body posuneme tak, aby mély tézisté v potatku: a; := a; — a.
2. Posunuté body proloZzime (linedrnim) podprostorem dimenze k

3. Nalezeny podprostor posuneme zpatky o a.

12 /22



Ptiklad: Visualizace 4+ rozpoznavani dat

Average consumption of food types in grams per person per week in the UK
(https://setosa.io/ev/principal-component-analysis

England N.Ireland Scotland Wales
Alcoholic drinks 375 135 458 475
Beverages 57 47 53 73
Carcase meat 245 267 242 227
Cereals 1472 1494 1462 1582
Cheese 105 66 103 103
Confectionery 54 41 62 64
Fats and oils 193 209 184 235
Fish 147 93 122 160
Fresh fruit 1102 674 957 1137
Fresh potatoes 720 1033 566 874
Fresh Veg 253 143 171 265
Other meat 685 586 750 803
Other Veg 488 355 418 570
Processed potatoes 198 187 220 203
Processed Veg 360 334 337 365
Soft drinks 1374 1506 1572 1256
Sugars 156 139 147 175
e 4 body v 17-rozmérném prostoru

Odetteme t

N A%

EZiste.

Zobrazime sou¥adnice bodii v ortonormalni bazi vig, vi7

Prolozime podprostorem dimenze 2 a promitneme body do néj.
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Statisticky pohled: Principal Component Analysis (PCA)

® ai,...,a, jsou vzorky ndhodného vektoru a
e Vybérova stfedni hodnota:
1 n
E ~a—— i
[a] ~a 22
j=1
Oznatime a; = a; — a, A= [81 -+ a,].
e Vybérova kovarianéni matice:
T I, .7 lxzzT
E[(a—E[a])(a—E[a])"] = - Zajaj = ;AA
j=1
o Kdyz AAT = VAV, nidhodny vektor VTa ma diagonalni kovarianéni matici
(jeho sloZzky jsou nekorelované).
e Vlastni vektory (sloupce V) se n&kdy nazyvaji dat.
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P¥iblizné feSeni preuréenych homogennich linearnich soustav

Kdy je homogenni linedrni soustava Ax = 0 ‘pfeurend’?

e M3 vzdy trividlni YeSeni x = 0, tedy minimalizovat ||Ax||?> nem4 smysl.

e Smysluplnad formulace:
min{ |Ax|[? | x"x =1, xe R"}

ReZeni: vlastni vektor AT A p¥isluény nejmendimu vlastnimu &islu.

e Obecn¥jsi formulace:
min{ [|AX|]? | XX =1, X € R™("=k)

kde k je pfedem zndma dimenze prostoru ¥eSeni soustavy Ax = 0.
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Ptiklad: P¥iblizné prolozeni bodi kuZelosetkou

Uloha: Najdi kuZelosecku, ktera minimalizuje soulet &tvercli vzdalenosti k danym bodim
(x1, 1), -+ (Xm, Ym) € R2.
o KuZelosetka: Q(x,y) = ax®>+ bxy +cy’> +dx+ey+f =0
o Pt¥esné YeSeni velmi tézké.
e PYiblizna formulace:
min Q(X17Y1)2 +o Q(Xm7ym)2
za podminek a2’ + b2+ 2+ d*+e?+f2=1
a,b,c,d,e,f €R
Tedy: minimalizuj ||A@|| za podminky 876 = 1 kde
X xay yi o oxaoyn 1
A— | : . : :
Xoo XmYm Ym Xm Ym 1
0 = (a, b,c,d,e,f)
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Singularni rozklad (SVD)



Singularni rozklad (Singular Value Decomposition, SVD)

Véta (existence SVD, redukovana verze)

KaZdou matici A € R™*" |ze rozloZit jako

A=USV' = slulvlT ot spupv;—

kde p = min{m, n}, S € RP*P je diagondlni a U,V maji ortonormalni sloupce.

e diagondini prvky s; > --- > s, > 0 matice S jsou

e sloupce uy,...,u, matice U € R™*P jsou
e sloupce vy,...,v, matice V € R™P jsou
SVD:

Doplnime U p¥iddnim m — p sloupcii na ortogonalni matici U € R™*™

Doplnime V p¥iddnim n — p sloupci na ortogondlni matici V € R"*"

Doplnime S p¥idanim m — p nulovych ¥adka a n — p nulovych sloupcii na S € R™*"
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Souvislost SVD se spektralnim rozkladem

Tvrzeni
Nenulova sing. &isla matice A jsou odmocniny nenulovych vlast. &isel matice AT A p¥ip. AAT.
Diikaz: Jestlize A = USV, pak

ATA=vSs'U"uUsv’ =vs’v’

AAT =usv’vs'u’ =us*u’

To jsou spektrélni rozklady matic ATA a AAT.

Vypolet SVD pomoci spektralniho rozkladu:
e Spotteme VaSze ATA=VS2VT,

e Pro nenulova sing. &isla s; spotteme u; = Av;/s; (dikaz ve skriptech).

Algoritmy na SVD se ale vyhybaji vypottu soutinu AT A nebo AAT. V Matlabu:

e plnd verze:

e redukovanid verze:
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NejbliZzsi matici nizsi hodnosti z SVD
Zopakujme dlohu na nejbliZsi matici niz&i hodnosti (k < p = min{m, n}):

min{ |A — B||? | rankB < k, B € R™*"}

Véta (Eckart-Young)
Necht A =USV' = sjuiv{ + - + spupv]. Opt. FeSeni dlohy je

I, 0
B=US,V' = slulvlT + -4 skukva kde Sy = [ K ] S.

Myslenka diikazu: Spotitej optimalni Y ze spektrélniho rozkladu AAT a dosad do B =YYTA.
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Minimalizace linearni funkce matice s ortonormalnimi sloupci
Véta
Necht A € R™*" kde m > n. Uloha
max{ (A, X) | XTX =1, X ¢ R™k}
nabyva optimum pro X = UV kde USVT = A je redukované SVD matice A.

Dikaz je ve skriptech.
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v s

Pro danou A € R™*" najd&te nejbliZsi matici s ortonormalnimi sloupci:
min{ X — A|? | XTX =1, X e R™"}.
Reseni: Plati
X — A = (X — A, X — A) = [|X]* - 2(A, X) + || A[|?
Vyrazy ||A]|? a || X]|? = tr(XTX) = tr| = n nezévisi na X.

v/

Tedy sta&i maximalizovat (A, X), &mz se tloha pfevedla na minulou dlohu.
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P¥iklad: Ortogonalni Procrustiv problém
Diny A=[a; --- a] € R™*  a B =[b; --- by] € R™k kde m > n.
Najdi isometrii X € R™*", aby body a} = Xa; byly co nejblize bodiim b;:

k
minimalizuj > [} — bj||* = XA = B||>  za podminky X'X =1

Jj=1
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X https://simbnensemble.github.io/2018-10/orthogoral-procrustes

eseni: Plati

o)

IXA — B> = |XA|* - 2(XA,B) + |B|®

Vyrazy ||XA|? = ||A||? a ||B||? nezéviseji na X, tedy maximalizujeme (XA, B) = (BAT, X).
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