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Spektralni rozklad



Vlastni ¢Cisla a vektory

Necht’ pro n atici A € Ran' nenulovy vektorve C"a A e C pIatl'
Av = )\v.

Pak A je matice A a v je pFislusny A.
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Vlastni ¢Cisla a vektory

Necht pro matici A € R™ " nenulovy vektor v e C" a X € C plati
Av = \v.
Pak A je matice A a v je pFislusny A.
PYepiseme jako
(A—X)v=0

coZ ma netrividlni ¥eeni, pravé kdyz det(A — Al) = 0.
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Vlastni ¢Cisla a vektory

Necht pro matici A € R™" nenulovy vektor v € C" a X € C plati
Av = \v.

Pak A je matice A a v je pFislusny A.

PYepiseme jako
(A= Av =0
coZ ma netrividlni ¥eeni, pravé kdyz det(A — Al) = 0.

e )\ je vlastni &islo, pravé kdyZ je to kofen

n

pa(A) = det(A —Al) = JJ(\i =) =0
i=1
Je to polynom stupné& n, tedy A ma n vlastnich &isel (po&itaje ndsobnost).
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Vlastni ¢Cisla a vektory

Necht pro matici A € R™" nenulovy vektor v € C" a X € C plati
Av = \v.

Pak A je matice A a v je pFislusny A.

PYepiseme jako
(A= Av =0
coZ ma netrividlni ¥eeni, pravé kdyz det(A — Al) = 0.

e )\ je vlastni &islo, pravé kdyZ je to kofen

n

pa(A) = det(A —Al) = JJ(\i =) =0
i=1
Je to polynom stupné& n, tedy A ma n vlastnich &isel (po&itaje ndsobnost).
e MnoZina vlastnich vektort pFislusnych jednomu vlastnimu &islu A je
null(A — Al \ {0}
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Spektralni rozklad diagonalizovatelné matice
Soustavu
AV,':)\,'V,', izl,...,n

Ize napsat jako

AV=VA kde V=[vg - v,], A=
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Spektralni rozklad diagonalizovatelné matice
Soustavu
AV,':)\,'V,', izl,...,n
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V Matlabu: (kde D oznatuje A)

2/16
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Soustavu
AV,':)\,'V,', izl,...,n

Ize napsat jako

AV=VA kde V=[vg - v,], A=

V Matlabu: (kde D oznatuje A)

Jestlize V |ze zvolit reguldrni, pak:
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Spektralni rozklad diagonalizovatelné matice
Soustavu
AV,':)\,'V,', izl,...,n

Ize napsat jako
AV = VA kde V=][vi vy, A=
V Matlabu: (kde D oznatuje A)

Jestlize V |ze zvolit reguldrni, pak:

e A=VAV! matice A)
o A=VIAV (4. A je )

10
P¥iklad matice, kterd neni diagonalizovatelna: [1 1]
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Spektralni rozklad symetrické matice
Véta (spektralni véta)
Pro kaZdou symetrickou matici A € R"*" (tedy AT = A) plati
e V3echna vlastni &isla matice A jsou realna.

e Existuje ortonormalni mnoZina n vlastnich vektorli matice A
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Spektralni rozklad symetrické matice
Véta (spektralni véta)

Pro kaZdou symetrickou matici A € R"™" (tedy AT = A) plati:

e V3echna vlastni &isla matice A jsou realna.

e Existuje ortonormalni mnoZina n vlastnich vektori matice A.

Disledek (spektralni rozklad symetrické matice)

Je-li A € R"*" symetrickd, ve spektralnim rozkladu Ize matici V zvolit ortogondini a proto

A=VAVI=VAV',
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Spektralni rozklad symetrické matice
Véta (spektralni véta)

Pro kaZdou symetrickou matici A € R"™" (tedy AT = A) plati:

e V3echna vlastni &isla matice A jsou realna.

e Existuje ortonormalni mnoZina n vlastnich vektori matice A.

Disledek (spektralni rozklad symetrické matice)

Je-li A € R"*" symetrickd, ve spektralnim rozkladu Ize matici V zvolit ortogondini a proto
A=VAV ! =VAV'

Lze psat i jako souclet dyad

A=VAVT = \jviv] -+ A/,
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Kvadratické formy



Kvadraticka forma

Funkce f: R" — R je , je-li to je homogenni polynom stupné 2. Maticové:

n n
f(x) =x"Ax = ZZ ajjX;ix; pro n&jakou A € R™"
i=1 j=1
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Kvadraticka forma

Funkce f: R" — R je , je-li to je homogenni polynom stupné 2. Maticové:

n n
f(x) =x"Ax = ZZ ajjX;ix; pro n&jakou A € R™"
i=1 j=1

Tvrzeni

Pro kaZdou kvadratickou formu f: R” — R existuje symetrickd matice A € R"*" takovd, Ze
f(x) = xTAx.

Diikaz: Pro kazdou &tvercovou A je

A=1A+AT)+1(A-AT).
N———

symetricka antisymetricka

Alex"(A—AT)x =x"Ax —x"ATx = x"Ax — (x"Ax)" = 0 (protoze x" Ax je skalar).
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Kvadraticka forma

Funkce f: R" — R je , je-li to je homogenni polynom stupné 2. Maticové:

n n
f(x) =x"Ax = ZZ ajjX;ix; pro n&jakou A € R™"

i=1 j=1
Tvrzeni
Pro kaZdou kvadratickou formu f: R” — R existuje symetrickd matice A € R"*" takovd, Ze
f(x) = xTAx.

Diikaz: Pro kazdou &tvercovou A je
A=1A+AT)+1(A-AT).
——

symetricka antisymetricka

Alex"(A—AT)x =x"Ax —x"ATx = x"Ax — (x"Ax)" = 0 (protoze x" Ax je skalar).

Priklad:
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Definitnost kvadratické formy / jeji matice

Motivace: Je nd% polynom f nezdporny/nekladny na celém R"?
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Definitnost kvadratické formy / jeji matice

Motivace: Je nd% polynom f nezdporny/nekladny na celém R"?

Kvadraticka forma f je

o , kdyZ f(x) > 0 pro kazdé x

o , kdyZz f(x) < 0 pro kaZdé x

. , kdyZ f(x) > 0 pro kazdé x # 0

o , kdyZ f(x) < 0 pro kazdé x # 0

. , kdyZ f(x) > 0 a f(y) < 0 pro n&jaka x,y

Definitnosti &tvercové matice A rozumime definitnost kvadr. formy f(x) = x " Ax.
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Castetné usporadani indukované definitnosti
Na mnoZiné R"*" zavedeme bindrni relaci < takto:

A<B <= B — A je positivné semidefinitni
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Castetné usporadani indukované definitnosti
Na mnozingé R"" zavedeme bindrni relaci < takto:

A<B <= B — A je positivné semidefinitni

Véta

Relace < je ¢astetné uspofadani (tedy reflexivni, transitivni a antisymetrickd).

e Specidlné: A = 0 znadi, Ze A je positivné semidefinitni.

e A, B jsou neporovnatelné, pravé kdyZz A — B je indefinitni.
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Extrémy kvadratické formy
Tvrzeni
Necht f(x) = x" Ax je kvadratickd forma.
e Je-li f positivné semidefinitni, pak ma v bodé 0 minimum.
e Je-li f negativné semidefinitni, pak ma v bod& 0 maximum.
e Je-li f positivné definitni, pak ma v bodé& 0 ostré minimum.
e Je-li f negativné definitni, pak ma v bod& 0 ostré maximum.

e Je-li f indefinitni, pak nema minimum ani maximum (tj. je neomezend shora i zdola).

Pozor: Je-li f nap¥. positivné semidefinitni, pak miZe mit minimum i v jinych bodech nez 0.
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Definitnost matice z hlavnich minori
Pro A € R"™" a neprazdnou mnoZinu / C {1,...,n} ozname A; = [a;]; jc/. P¥iklad:

a1l a2 a3
A= |ay axp as|, [={13} A =

a31 432 ass

d11 413
d31 433
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Definitnost matice z hlavnich minoru

Pro A € R"™" a neprazdnou mnoZinu / C {1,...,n} ozname A; = [a;]; jc/. P¥iklad:
ailr a2 a3 R
11 a13
A= ay an axs|, [={1,3} A =
d31 433
a31 d32 as3
° matice A je &islo det A; pro n&jakou neprazdnou | C {1,...,n}.
. je hlavni minor pro I = {1,...,k} a n&aké k < n.
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a31 d32 as3
° matice A je &islo det A; pro n&jakou neprazdnou | C {1,...,n}.
. je hlavni minor pro I = {1,...,k} a n&aké k < n.

Véta
Symetricka matice je
e positivné definitni, pravé kdyZz vSechny jeji vid&i hlavni minory jsou kladné,

e positivné semidefinitni, pravé kdyz v8echny jeji hlavni minory jsou nezdporné.
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Definitnost matice z hlavnich minoru

Pro A € R"™" a neprazdnou mnoZinu / C {1,...,n} ozname A; = [a;]; jc/. P¥iklad:
ailr a2 a3 R
11 a13
A= ay an axs|, [={1,3} A =
d31 433
a31 d32 as3
° matice A je &islo det A; pro n&jakou neprazdnou | C {1,...,n}.
. je hlavni minor pro I = {1,...,k} a n&aké k < n.

Véta
Symetricka matice je
e positivné definitni, pravé kdyZz vSechny jeji vid&i hlavni minory jsou kladné,

e positivné semidefinitni, pravé kdyz v8echny jeji hlavni minory jsou nezdporné.

Vé&ta umoZiiuje rozhodnout i negativni semidefinitnost a indefinitnost, nebot:
e A je negativn& [semi]definitni, prav& kdyz —A je positivn& [semi]definitni.
e Matice je indefinitni, pravé kdyZ neni ani positivné ani negativné semidefinitni.
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Diagonalizace kvadratické formy

Necht A = VAV je spektralni rozklad:
F(x) =x"Ax=x"VAV x =y Ay = \1y1® + - + Aoy = g(y)

yT y
e Substituce x = Vy pfevedla kvadr. formu f na diagonalni kvadr. formu g.
e Transformace x = Vy je isometrie a bijekce.
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Diagonalizace kvadratické formy

Necht A = VAV je spektralni rozklad:
F(x) =x"Ax=x"VAV x =y Ay = \1y1® + - + Aoy = g(y)
y7 y
e Substituce x = Vy pfevedla kvadr. formu f na diagonalni kvadr. formu g.
e Transformace x = Vy je isometrie a bijekce.

Z diagonalni formy ihned vidime:

Véta

Symetricka matice je

e positivné semidefinitni, pravé kdyZz ma vSechna vlastni ¢isla nezdporna
e negativné semidefinitni, pravé kdyZz ma vSechna vlastni ¢isla nekladna

e positivné definitni, pravé kdyZ ma vSechna vlastni ¢&isla kladna

negativné definitni, pravé kdyZz ma vSechna vlastni &isla zaporna

e indefinitni, pravé kdyz ma aspon jedno kladné a aspoii jedno zdporné vl. ¢islo
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Geometricka interpretace diagonalizace pro n = 2 proménné
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Geometricka interpretace diagonalizace pro n = 2 proménné
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Vrstevnice kvadratické formy f jsou kuZelosetky se stfedem v pocatku:

e Isometrie (rotace+zrcadleni) V = [v; vy | urluje oto&eni elipsy:
elipsa ma hlavni osy ve sméru vlastnich vektorli vi a vs.
e Vlastni &isla A1, Ap uréuji typ kuZelose&ky.
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Choleského rozklad
Véta
Pro kaZdou symetrickou positivné semidefinitni A existuje matice B tak, Ze
A=B'B.

Diikaz: Polozime B = A/2V7, kde A = VAV je spektraini rozklad A.
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Choleského rozklad
Véta
Pro kaZdou symetrickou positivné semidefinitni A existuje matice B tak, Ze
A=B'B.
Diikaz: Polozime B = A/2V7, kde A = VAV je spektraini rozklad A.
Véta
Pro kazdou symetrickou positivné semidefinitni A existuje horni trojihelnikova R tak, Ze

A=R'R.
Diikaz: Ud&ldme QR rozklad B = QR. Pak A=B"B=R"Q"QR =R'R.

Tvrzeni: Pro positivné definitni A je R uréena jednoznaéné.
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Choleského rozklad
Véta
Pro kaZdou symetrickou positivné semidefinitni A existuje matice B tak, Ze
A=B'B.
Diikaz: Polozime B = A/2V7, kde A = VAV je spektraini rozklad A.
Véta
Pro kazdou symetrickou positivné semidefinitni A existuje horni trojihelnikova R tak, Ze
A=R'R.
Diikaz: Ud&ldme QR rozklad B = QR. Pak A=B’B=R"Q"QR =R'R.

Tvrzeni: Pro positivné definitni A je R uréena jednoznaéné.

- efektivni numericky algoritmus na rozklad A = RTR.

e V Matlabu:

NN

e Ptiklad pouZiti: YeSeni linedrni soustavy Ax = b kde A je symetricka.
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Riazné charakterizace positivni (semi)definitnosti

Véta

Pro symetrickou A jsou tvrzeni ekvivalentni:

1. A je positivné definitni.

2. VSechny vid¢i hlavni minory A jsou kladné.
3. VSechna vlastni ¢isla A jsou kladna.
4.

Existuje regularni matice B
takovd, ¢ A = B'B.
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Riazné charakterizace positivni (semi)definitnosti

Véta Véta

Pro symetrickou A jsou tvrzeni ekvivalentni: Pro symetrickou A jsou tvrzeni ekvivalentni:

1. A je positivné definitni. 1. A je positivné semidefinitni.

2. VSechny vid¢i hlavni minory A jsou kladné. 2. VSechny hlavni minory A jsou nezdporné.

3. VSechna vlastni ¢isla A jsou kladna. 3. VSechna vlastni &isla A jsou nezaporna.

4. Existuje regularni matice B 4. Existuje ¢tvercova nebo tizkd matice B
takovd, ¢ A = B'B. takovd, e A = B'B.
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Kvadratické funkce



Kvadraticka funkce

je polynom f: R” — R druhého stupné, tj.
f(x) =x"Ax+b x4+ c
pro n&jaké A e R"™" beR"aceR.

Ptiklad pro n = 2:

f(x,y) =2x> —2xy +y> =2y +3 =
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Doplnéni kvadratické funkce na Etverec

Pro n&které kvadratické Ize nalézt xg € R" a yy € R tak, Ze

f(x) =x"Ax+b x4+ c = (x —x0) TA(x — x0) + yo
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Doplnéni kvadratické funkce na Etverec

Pro n&které kvadratické Ize nalézt xg € R" a yy € R tak, Ze
f(x) =x"Ax+b x4+ c = (x —x0) TA(x — x0) + yo
=x"Ax — x" Axq — xOTAx + xoTAxo + Yo
=x"Ax — xJ (A+ AT)x + xJ Axo + yo
Porovname koeficienty u stejnych monomi:
b=—(A+AT)x (%)

c:x(,TAxo+yo
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Doplnéni kvadratické funkce na Etverec

Pro n&které kvadratické Ize nalézt xg € R" a yy € R tak, Ze
f(x) =x"Ax+b x4+ c = (x —x0) TA(x — x0) + yo
=x"Ax — x" Axq — xOTAx + xoTAxo + Yo
=x"Ax — xJ (A+ AT)x + xJ Axo + yo
Porovname koeficienty u stejnych monomi:
b=—(A+AT)xg
c= xoTAxo + Yo

e Rovnice (x) je vlastn& stacionarni podminka Vf(x) = 0.
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Pro n&které kvadratické Ize nalézt xg € R" a yy € R tak, Ze
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=x"Ax — xJ (A+ AT)x + xJ Axo + yo
Porovname koeficienty u stejnych monomi:
b=—(A+AT)xg
c= xoTAxo + Yo
e Rovnice (x) je vlastn& stacionarni podminka Vf(x) = 0.

e Dopln&ni na ¢tverec je mozné, pravé kdyZ rovnice (*) ma ¥edeni
(tj. f md aspofi jeden stacionarni bod).
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Doplnéni kvadratické funkce na Etverec

Pro n&které kvadratické Ize nalézt xg € R" a yy € R tak, Ze
f(x) =x"Ax+b x4+ c = (x —x0) TA(x — x0) + yo
=x"Ax — x" Axq — xOTAx + xoTAxo + Yo
=x"Ax — xJ (A+ AT)x + xJ Axo + yo
Porovname koeficienty u stejnych monomi:
b=—(A+AT)xg
c= xoTAxo + Yo
e Rovnice (x) je vlastn& stacionarni podminka Vf(x) = 0.
e Dopln&ni na ¢tverec je mozné, pravé kdyZ rovnice (*) ma ¥edeni
(tj. f md aspofi jeden stacionarni bod).
e Druhd forma f je posunutd kvadratickd forma.

Z ni ihned zjistime, zda f ma extrém a jaky.
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P¥iklad: Tato kvadr. funkce doplnit na &tverec jde:

T T
X 2 —1| |x 0 X
f(x,y) =2x> —2xy +y*> =2y + 3 = - + ) +3
y - y - y
-
x—1 2 1| |x—-1
y—2 -1 1| [y —2

=2(x—1P2-2(x-1)(y -2)+(y —2)%+1
tedy xo = (1,2), yo = 1.
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P¥iklad: Tato kvadr. funkce doplnit na &tverec jde:

T T
X 2 —1| |x 0 X
f(x,y) =2x> —2xy +y*> =2y + 3 = L1 + ) +3
y - y - y
T
x—1 2 1| |x—-1
= +1
y—2 -1 1| [y —2

=2(x— 12 —2(x—1)(y —=2) +(y —2)* +1
tedy xo = (1,2), yo = 1.
Pt¥iklad: A tato nejde:

=[] B L[

Soustava b = —(A + AT)xo, tj.

nema ¥edeni.
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Kvadriky

MnoZina
{xeR" [ x"Ax+b"x+c=0}

kofenil (= vrstevnice vysky 0) kvadratické funkce se nazyva
Specidlni p¥ipady:

° : A je positivn& definitn{

° th=2
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