Optimalizace

1. Uvod do optimalizace

Tomas Werner, Tomas Kroupa

FEL CVUT



Co znamena slovo ‘optimalizace’?

e Latinsko-anglicky slovnik:
(adj.) =
e very good, best
e excellent
e most beneficial, most advantageous
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e An act, process, or methodology of making something (such as a design, system, or decision) as fully
perfect, functional, or effective as possible.
e Specifically, the mathematical procedures (such as finding the maximum of a function) involved in this.

. (or ) is the selection of a best element,
with regard to some criterion, from some set of available alternatives.
— George Dantzig
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Obecna dloha matematické optimalizace

Zadani ulohy
e mnoZina X

. f: X—=R
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Obecna dloha matematické optimalizace
Zadani ulohy:

e mnoZina X

. f: X—=R

Ukol: najdi minimum funkce f na mnozin& X
(tj. najdi x* € X tak, ze f(x*) < f(x) pro kazdé x € X).

Nazvoslovi:
e x* se nazyvd funkce f na mnoZing X (nebo dlohy).
e MnoZina v8ech takovych prvkl x* se znaéi

argmin f(x)
xeX

. funkce f na mnozing X (nebo dlohy), je &islo

f(x*) :)r(réi)rg f(x) =min{f(x) | x € X}

Analogicky pro . Maxima a minima se nazyvaji nebo
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Jednoduchy priklad

Zadani opt. ulohy:

e X ={A1,75, &, Monday}

e Hodnoty f jsou tyto:

A

1 3 & Monday

0

-1 5 2

-1
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Jednoduchy priklad

Zadani opt. ulohy:

e X ={A1,75, &, Monday}

e Hodnoty f jsou tyto:

Resent:

X A 1 [ & Monday
f)|0 -1 5 2 -1
min f(x)=-1

argmin f(x) = {1, Monday}

xeX
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Déleni optimalizaénich aloh

[ ] .
X je koneZnd (ale obvykle obrovskd)
(X € {0,1}" nebo X obsahuje permutace, textové fet&zce, grafy, konfigurace Rubikovy kostky, ...)

. (hlavni naplii kursu):
X C R" je nekonecnd uzaviena

X je mnoZina funkci (na n&jakém pevném definiénim oboru D C R")
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Pt¥iklad kombinatorické optimalizace: Problém obchodniho cestujiciho

Mame n mést.
Mezi kazdou dvojici mé&st i,/ je silnice 0 zndmé nezdporné délce d(J, j).
Najdi nejkratsi trasu, kterd navstivi kazdé mésto pravé jednou a vrati se nazpét do vychoziho mésta.
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Najdi nejkratsi trasu, kterd navstivi kazdé mésto pravé jednou a vrati se nazpét do vychoziho mésta.

e X je mnozina viech permutaci n prvki,

tj. n-tic (i, ...,ip) kde i, ..., i, € {1,..., n} jsou riizné.
e Pro permutaci (i, ..., I,) je
n—1
F(iv, o vin) = Y d(ik, iks1) + d(in, ir)
k=1

Prklad pro n = 4:  £(2,4,3,1) = d(2,4) + d(4,3) + d(3,1) + d(1,2)
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Mame n mést.
Mezi kazdou dvojici mé&st i,/ je silnice 0 zndmé nezdporné délce d(J, j).
Najdi nejkratsi trasu, kterd navstivi kazdé mésto pravé jednou a vrati se nazpét do vychoziho mésta.

e X je mnozina viech permutaci n prvki,

tj. n-tic (i, ...,ip) kde i, ..., i, € {1,..., n} jsou riizné.
e Pro permutaci (i, ..., I,) je
n—1
F(iv, o vin) = Y d(ik, iks1) + d(in, ir)
k=1

Prklad pro n = 4:  £(2,4,3,1) = d(2,4) + d(4,3) + d(3,1) + d(1,2)

o NP-t&7ka dloha:

e P#£NP = neexistuje algoritmus ¥e&ici NP-t&zké dlohy v polynomidlnim &ase (velikosti tlohy, zde n).
e teorie vypoletni sloZitosti (computational complexity theory)
e intuice: “prokleti dimenzionality”, “kombinatoricka exploze”, ...

5/22



Ptiklad spojité optimalizace: Bod na kfivce nejbliZsi danému bodu

e X C R? je mnoZina dvojic (x,y) € R? spliiujicich soustavu
xy =1
x>0

o f(x.y) = V(x =)+ (y — %)

Vyznam: Najdi bod na kladné vé&tvi hyperboly s rovnici xy = 1, ktery je nejblize bodu (xg, yo).
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Pt¥iklad variatniho poctu: Nejkratsi kfivka spojujici dva body

Najdi nejkrat¥i k¥ivku spojujici dva dané body (xi1, y1), (x2, y2) € R2.
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e X je mnoZina viech diferencovatelnych funkci (pfedpokldddme x; # xp)
o [x,x] > R

splitujicich o(x1) = y1 a p(x) = ys.
e Minimalizuj délku k¥ivky

f(e) = /XZV 1+ ¢/(x)? dx

Regenim je afinni funkce, jejim# grafem je tsetka prochazejici danymi dvéma body.

Dalsi klasické dlohy variaéniho poctu:

Fyzikélni zdkony je (skoro?) vZdy mozno formulovat ve varianim tvaru!

Nothing takes place in the world whose meaning is not that of some maximum or minimum.
— Leonhard Euler
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Historie optimalizace

infinitezimdlni potet, mat. analyza (Newton, Leibniz)

varia&ni potet (Newton, Leibniz, Euler)

podminky na volné lokalni extrémy (Fermat)

podminky na lokalni extrémy vdzané rovnostmi (Lagrange)
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Historie optimalizace

e infinitezimalni potet, mat. analyza (Newton, Leibniz)

e variaéni potet (Newton, Leibniz, Euler)

e podminky na volné lokalni extrémy (Fermat)

e podminky na lok3Ini extrémy vdzané rovnostmi (Lagrange)

(po 2. svétové vélce s ndstupem potitald, diraz na algoritmy):

e linedrni programovani:

e teorie, formulace (Kantorovi¢, Koopmans — Nobelova cena 1975!)

e simplexovd metoda (Dantzig)

e dualita, teorie her (von Neumann)
e podminky na lok. extrémy vézané nerovnostmi (Karush-Kuhn-Tucker)
e moderni kombinatorickd optimalizace:

e Fezy a toky v grafu (Ford, Fulkerson)

e celotiselné lin. programovani (Gomory, Chvatal), polyhedrélni metody
e polynomiilni algoritmus na LP (Chatian), algoritmy vnitfniho bodu (Karmarkar)
e semidefinitni programovani (SDP)

Viz nap¥. http://www.mitrikitti.fi/opthist.html
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Optimalizace je dnes rozsahly obor

SPRINGER
REFERENCE

Christodoulos A. Floudas
Panos M. Pardalos
Editors

Encyclopedia of

Optimization

2nd Edition

Q Springer

Vice neZz 4000 stranek!
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Mnoho aplikaci

° minimalni riziko, maximalni zisk, nastaveni cen, ...

. doprava, primysl, zdsobovani, ...

° vytahu, robota, vlaku, letadla, aktivni budovy, ...

. Skolni rozvrh, vyrobni kroky, cesta mobilniho robota, sled
tkon( robotického manipulatoru, aircrew scheduling

. navrh integrovanych obvodi (VLSI design) a plosnych spoji

. IDOS, navigace v aut&, navrh pocitatové sité, ...

. princip maximalni v&rohodnosti, princip maxima entropie, regrese
(modelovani funk&ni zdvislosti ndhodnych prom&nnych), rozhodovéni za neurtitosti

. rekonstrukce scény z obrazi (multiview geometry), segmentace obrazu pomoci
tezil v grafu (graph cuts), hledani tva¥i v obraze (AdaBoost), ...

° (audio, EKG, EEG, ...): separace zdrojli, auditory scene analysis, ...

. minimalni trénovaci chyba, nejjednodussi model

° most, jefab, hdk, kfidlo letadla

° napf. protein folding

e pfifazovani radiovych frekvenci v mobilni siti
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e Formulace, teorie: matematika
o Aplikace: inzenyrstvi

e Ndstroje: programovani, informatika

OPT

programovani
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Nékteré predméty na FEL pouzivajici optimalizaci

e Rozpoznavani a strojové uteni
e Kombinatorickd optimalizace
e Robotika

e Umél3 inteligence v robotice
e Statistical Machine Learning
e Deep Learning

e Zaklady umélé inteligence

e Optimalni a robustni Fizeni

e Vypodetni teorie her

e Julia for Optimization and Learning
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Spojita optimalizace



Standardni tvar ulohy spojité optimalizace

Mnozina X C R" je reprezentovdna jako

gilx1,...,xy) <0, i=1,....m
h,'(Xl,...7X,,):0, i = 7...,[
X1y...,% € R
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min  f(xg,...,X,)
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e Prvky mnoZiny X jsou tlohy.
Je-li X prazdn3, dloha se nazyva
e Prvky mnoZiny argr;in f(x) jsou ulohy.
x€

Uloha nemusi mit optimaln{ ¥eSeni, i kdyZz X je neprazdna.
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Kli¢ova role konvexity

Uloha je , jestlize funkce f a gj jsou konvexni a funkce h; jsou afinni.
e Pak kaZdé lokalni minimum je zaroveii globalni.

e Tyto dlohy jsou vétginou snadné (na rozdil od nekonvexnich tloh).
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Kli¢ova role konvexity

Uloha je , jestlize funkce f a gj jsou konvexni a funkce h; jsou afinni.
e Pak kaZdé lokalni minimum je zaroveii globalni.

e Tyto dlohy jsou vétginou snadné (na rozdil od nekonvexnich tloh).

In fact, the great watershed in optimization isn't between linearity and nonlinearity, but convexity and
nonconvexity.
— R. Tyrrell Rockafellar, 1993

non-convex problems convex problems

(usually hard) (easy)
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Ptiklad: Prokladame body p¥imkou
Odhadujeme funk&ni zavislost vy¥ky y [cm] na vaze x [kg] Elovéka z m m&Feni (x;, y;) € R2.
200

180 +

160 |

60

80

100
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Ptiklad: Prokladame body p¥imkou

Odhadujeme funk&ni zavislost vy¥ky y [cm] na vaze x [kg] Elovéka z m m&Feni (x;, y;) € R2.

200 ¢
[ ]
o 0, %
( ]
180 | %o
- 00.0
* o°
[ Y o® [ ]
160 | ® ®¢
° [ ]
LJ + + +
40 60 80 100
X
e Modelujme vztah y =01 + Ox.
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Odhadujeme funk&ni zavislost vy¥ky y [cm] na vaze x [kg] Elovéka z m m&Feni (x;, y;) € R2.

200 ¢
0.60x +130.2°
(1]
180
>
160 +
LJ + + +
40 60 80 100
X
e Modelujme vztah y =01 + Ox.
e Minimalizujeme soulet &tverci vzdalenosti bodi od p¥imky

F(6) = F(61,02) =Y (61 + 62xi — y;)> = | A —y|?
i=1
To je
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To je
e Podminka na optimum: ATAO=ATy
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Ptiklad: Prokladame body p¥imkou (rovinou, ...), ale jinak

Déno n bodid v R™, tvofici sloupce matice A € R™*",
Najdi podprostor dané dimenze tak, aby soulet &tvercii vzdalenosti bodd k nému byl minimalni.
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Ptiklad: Prokladame body p¥imkou (rovinou, ...), ale jinak

Déno n bodid v R™, tvofici sloupce matice A € R™*",
Najdi podprostor dané dimenze tak, aby soulet &tvercii vzdalenosti bodd k nému byl minimalni.

e Regeni: pomoci spektralniho rozkladu matice AAT nebo pomoci SVD matice A

e Nejde nijak pFevést na feSeni soustavy linearnich rovnic!
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Priklad: Minimalizujeme Himmelblauovu funkci
Funkce
f(x) = f(xi,x2) = (x2 + xo — 11)? + (x; + x2 — 7)?

m& 4 lokdIni minima (nap¥. (3,2)) a 1 lokdIni maximum.
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Priklad: Minimalizujeme Himmelblauovu funkci
Funkce

f(x) = f(xi,x2) = (x2 + xo — 11)? + (x; + x2 — 7)?
m& 4 lokdIni minima (nap¥. (3,2)) a 1 lokdIni maximum.

e Gradientni metoda z bodu xg = (2,1) s krokem o = 0.01:

Xp+1 = Xi — Cl/,Vf(Xk)
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Priklad: Optimalni smés zeleniny

Pro 3 druhy zeleniny jsou dany mérné obsahy Zivin a minimalni pozadavky pro jednu pfilohu obé&da:

mrkev  zeli okurka | poZzadavek
vitamin A [mg/kg] 35 05 0.28 0.5mg
vitamin C [mg/kg] 60 300 80 15mg
vldknina [g/kg] 30 20 10 4g
Cena [K¢/kg] 26 22 60

Najdi hmotnosti zelenin, které spini vyZivové pozadavky p¥i minimalni celkové cen&.
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Najdi hmotnosti zelenin, které spini vyZivové pozadavky p¥i minimalni celkové cen&.

e Formulace problému ( ):

min

za podminek

26X1 + 22X2 + 60X3

35x1 + 0.5x2 + 0.28x3
60x; + 300x; + 80x3
30x; + 20x, + 10x3

X1, X2, X3

AVARAVAR AVARLV]
= 9
o &~ 1L,
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e Optimdlni fedeni je x; = 0.12, x, = 0.03, x3 = 0 za cenu 3.59 K&.
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za podminek

26 22 60

26X1 + 22X2 + 60X3

35x1 + 0.5x2 + 0.28x3
60x; + 300x; + 80x3
30x; + 20x, + 10x3

X1, X2, X3

e Optimdlni fedeni je x; = 0.12, x, = 0.03, x3 = 0 za cenu 3.59 K&.

e P¥i poZadavku x3 > 0.1 (okurka!) je ¥eSeni x; = 0.097, x, = 0.004, x3 = 0.1 za 8.62 K&.

AVARAVAR AVARLV]
= 9
~ 01>

o
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Pt¥iklad: Tézisté
Jsou dédna &isla ay, ..., am € R. Najdi minimum (na R) funkce

) = D x - a)?

e f je konvexni kvadraticka funkce
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Pt¥iklad: Tézisté
Jsou dédna &isla ay, ..., am € R. Najdi minimum (na R) funkce

= Z(X —a)?

e f je konvexni kvadraticka funkce

I ATR N * 1 m i
e Optimalni ¥eeni je X" = Z/:1 aj

Jsou dany body ay,...,a, € R". Najdi minimum (na R") funkce

f(x) = f(xi,...,%n Z||x—a||2
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Pt¥iklad: Tézisté
Jsou dédna &isla ay, ..., am € R. Najdi minimum (na R) funkce

) = D x - a)?

e f je konvexni kvadraticka funkce

e Optimdlni Feseni je x* = L5 a
Jsou dany body ay,...,a, € R". Najdi minimum (na R") funkce
m m n n m
F)=f0a,oxa) =D Ilx—aillP =33 (g —a)? = "> (x—a)
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1

e Rozpadd se na n nezdvislych uloh.
. Ll X ;. « 1 m )
e Optimdlni ¥eeni je x* = > a;
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Pt¥iklad: Median, geometricky median

Jsou dédna &isla ay, ..., am € R. Najdi minimum (na R) funkce
m

Fx) = |x—ajl
i=1

e f je konvexni po &astech afinni funkce, neni diferencovatelnd v bodech a;
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Pt¥iklad: Median, geometricky median

Jsou dédna &isla ay, ..., am € R. Najdi minimum (na R) funkce

m

f(x)= Z|x— aj

i=1
e f je konvexni po &astech afinni funkce, neni diferencovatelnd v bodech a;

e optimalni ¥edeni je Cisel ar,...,am
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Pt¥iklad: Median, geometricky median

Jsou dédna &isla ay, ..., am € R. Najdi minimum (na R) funkce

m

f(x)= Z|x— aj

i=1
e f je konvexni po &astech afinni funkce, neni diferencovatelnd v bodech a;

e optimalni ¥edeni je Cisel ar,...,am

Fermativ-Weber(iv problém:
Jsou dany body ay,...,a, € R". Najdi minimum (na R") funkce

f(x)=f(x1,..., %) = Z Ix — a;|
i=1

e f je konvexni funkce n promé&nnych, neni diferencovatelnd v bodech a;

e optimalni ¥eSeni se nazyva je
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Varignon frame: mechanicky potital na hledani geometrického medianu v rovin& (tj. pro n = 2)
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O éem bude BOB330OPT

1. Poutziti linedrni algebry v optimalizaci

e Linearni tloha nejmensich &tverci

e PCA

e Maticové rozklady (QR, spektrélni, Cholesky, SVD)
2. Analyza a numerické iteraéni metody

e Derivace vektorovych a maticovych vyrazii

Podminky optimality na volné lokalni extrémy

Itera&ni numerické metody na hledani lok. minim (gradientni, Newtonova, Gaussova-Newtonova)

Lok. extrémy vazané rovnostmi, Lagrangeovy multiplikatory
3. Linedrni programovdéni

e Formulace dloh LP
e Néco o algoritmech na LP
e Dualita v LP

4. Konvexni optimalizace

e Konvexni mnoZiny a funkce
e T¥idy konvexnich opt. tloh
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