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MINIMALNI KOSTRA GRAFU



Minimum spanning tree

Vstup:

e Neorientovany graf G = (V, E)

e kazda hrana ma cenu
Vystup:

e strom T C E (téz. kostra), ktery propojuje viechny vrcholy grafu a ma
nejmensi moznou cenu

Predpoklady:

e (pro pohodlnost) Ceny viech hran jsou rizné.

e Graf je souvisly.



Priklad




PRIMUV ALGORITMUS



Pseudokod

function MINIMUM-SPANNING-TREE(graph) returns minimum
spanning tree of graph
VISITED < {RANDOMLY-CHOOSEN-VERTEX (graph)}
T+ 0
while VISITED # V do
(u,v) + MINIMIZING-EDGE(SELECT-EDGES(graph,
u € VISITED & v ¢ VISITED), cost(u,v))
T+ TU{(u,v)}
VISITED + VISITED U {v}
end while
return T'
end function



KOREKTNOST PRIMOVA ALGORITMU



Korektnost Primova algoritmu

Tvrzeni Pro kaZdy graf Primiv algoritmus nalezne nejlevnéjsi kostru
grafu.



Dva kroky:

e Dokazeme, Ze algoritmus nalezne néjakou kostru. (na prednasce
vynechdme)

o Ukazeme, ze tato kostra je minimalni.



Cut property

UvaZujme hranu e. Pokud existuje fez (4, B) grafu G takovy, Ze e je
nejlevnéjsi hrana grafu G, kterd kfizi fez (A, B), pak e patfi do minimalni
kostry grafu GG, pokud je tato kostra unikatni.



Cut property

UvaZujme hranu e. Pokud existuje fez (4, B) grafu G takovy, Ze e je
nejlevnéjsi hrana grafu G, kterd kfizi fez (A, B), pak e patfi do minimalni
kostry grafu GG, pokud je tato kostra unikatni.

Dukaz



IMPLEMENTACE PRIMOVA ALGORITMU



Priklad

Jaky je ¢as béhu, pokud Primova algoritmus naimplementujeme naivné
podle pseudokédu?
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Lepsi implementace?

e Stéle opakujeme operaci hledani minima.

o Neslo by tyto opakované vypocty urychlit pomoci lepsi organizace dat?
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e Datova struktura co provadi operace insert a extract-min v
O(logn).
e Perfektné vyvazeny binarni strom.

e V kazdém vrcholu je spInéna vlastnost haldy: velikost kli¢e je menSi nez

/v o

velikosti kli¢t potomki.

e extract-min- odebereme vrchol, na jeho misto vloZzime posledni uzel
a probublame doli

e insert- vlozime na konec a probublame nahoru

e Déile mdme moZnost odebrat z prostfedku (probubldvani nahoru nebo
dold podle potreby)
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Prim s prioritni frontou.

Invariant 1 V haldé mame vrcholy z mnoziny V' \ VISITED.
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Prim s prioritni frontou.

Invariant 1 V haldé mame vrcholy z mnoziny V' \ VISITED.
Invariant 2 Pro kazdy v ¢ VISITED plati, Ze key[v] je nejmensi cena

ze vSech hran (u,v) € E su € VISITED (popf. 0o, neexistuje-li takova
hrana)
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Prim s prioritni frontou.

Invariant 1 V haldé mame vrcholy z mnoziny V' \ VISITED.

Invariant 2 Pro kazdy v ¢ VISITED plati, Ze key[v] je nejmensi cena
ze vSech hran (u,v) € E su € VISITED (popf. 0o, neexistuje-li takova
hrana)

Pokud udrzime tyto invarianty pravdivé, pak extract-min vede ke
spravnému vrcholu w*, ktery pridame do VISITED v dal$im kroku
algoritmu.
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Jak udrzet Invariant 2 pravdivy?

e Méni se mnozina hran, kterd prechazi hranici z VISITED do
V' \ VISITED.

e Pfidanim v se mohlo snizit minimalni skére.
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Jak udrzet Invariant 2 pravdivy?

e Méni se mnozina hran, kterd prechazi hranici z VISITED do
V' \ VISITED.

e Pridanim v se mohlo snizit minimalni skére.

Kdyz je v pfidano, provedeme nasledujici kroky:
for each (v,w) in E do
odeber w z haldy
prepocitej key[w] = min{key[w], cyw }
znovu vloz w do haldy
end for
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Cas béhu (list sousednosti)

e n — 1 krat provedeme operaci extract-min
e Kazda hrana zplsobi maximalné jednu operaci delete a insert.

o Cas b&hu je tedy

O ((n—1)logn +mlogn) = O ((m+n)logn).
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Cas béhu (matice sousednosti)

Pro nalezeni vSech hran, co vedou z vrcholu je tfeba ©(n) prace.

Nepottebujeme haldu, nalezeni minima staéi v ©(n).

Misto haldy postacuje pole.

e n — 1 operaci extract-min

Pro kazdou ©(n) prace, celkem tedy

O(n?).
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Vzorova implementace Primova algoritmu

e Zkuste nejprve naimplementovat Primiv algoritmus sami.

e V napf. https://www.geeksforgeeks.org/

prims-minimum-spanning-tree-mst-greedy-algo-5/.

18


https://www.geeksforgeeks.org/prims-minimum-spanning-tree-mst-greedy-algo-5/
https://www.geeksforgeeks.org/prims-minimum-spanning-tree-mst-greedy-algo-5/

KRUSKALUV ALGORITMUS




Kruskaldv algoritmus

e Budeme hrany prochazet jinak, v poradi rostoucich cen

o Musime kontrolovat, zda jsme neuzavreli cyklus
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Priklad
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Pseudokod

function MINIMUM-SPANNING-TREE(graph) returns minimum
spanning tree of graph
E' + SORTED-EDGES(graph, increasing)
T+ 0
for each ¢ in E’ do
if AcycrLic(T U {e}) then
T+ T U{e}
end if
end for
return T'
end function
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Korektnost Kruskalova algoritmu

Tvrzeni Pro kaZdy graf Kruskaliv algoritmus nalezne nejlevnéjsi kostru
grafu.
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Korektnost Kruskalova algoritmu

Tvrzeni Pro kaZdy graf Kruskaliv algoritmus nalezne nejlevnéjsi kostru
grafu.

Diikaz
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Priklad

Jaky je ¢as béhu, pokud Kruskalliv algoritmus naimplementujeme naivné
podle pseudokédu?

1. O(m+n)
2. ©(mlogn)
3. ©(n?)

4. O(

mn)

@
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Priklad

Jaky je ¢as béhu, pokud Kruskalliv algoritmus naimplementujeme naivné
podle pseudokédu?

1. O(m+n)
2. ©(mlogn)
3. ©(n?)

4. O(

mn)

@

Jak zrychlit? Néjakou vhodnou datovou strukturou?
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UNION-FIND




e Datova struktura, kterd rozdéluje objekty do nékolika skupin.
e find najde jméno skupiny pro objekt

e union sloudi dvé skupiny do jedné
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Datova struktura, kterad rozdéluje objekty do nékolika skupin.

find najde jméno skupiny pro objekt
e union slouéi dvé skupiny do jedné

e vyuzijeme v Kruskalovi, abychom kontrolovali uzavfeni cyklu (spojeni
dvou komponent)
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Zakladni myslenka

e pro kazdou skupinu vybereme viidce
e kazdy vrchol ukazuje na vidce své komponenty

e O(1) find, ale @(n) union
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Prvni zlepseni - ménime viidce mensi komponenty

e Béhem Kruskala dojde maximalné k log,(n) zméndm stavu kaZdého
prvku

o Cas b&hu je O(mlog,n)

e Potrebujeme pole navic
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Druhé (zlepseni) - lazy union

e Stromova struktura

e Nyni O(n) find
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Tteti zlepSeni - union by rank

e Rank znamend hloubku stromu
e Pod vyssi strom povésime ten méné hluboky (s mensim rankem)

e Hloubka je vzdy nejvyse logaritmicka, tj. mame @(log(n)) union a
find
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State-of-the-art - path compression

e P¥i operaci £ind pFepojujeme vSechny odkazy na novy kofen

o Cas béhu (Hopcroft-Ullman, Tarjan) je O(m - o~ '(n)) amortizované
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CO VIME A NEVIME




Zajimavosti ze zivota koster

e Zname linedrni randomizovany algoritmus v ((m)
(Karger-Klein-Tarjan, JACM, 1995)

e Nevime jestli existuje linedrni deterministicky algoritmus
e Nejlepsi alg. co zndme je O(m - a~1(n))
e Zname optimalni deterministicky algoritmus (Zadny jiny nemize byt

asymptoticky rychlejsi), ale nezndme jeho &as béhu (Pettie,
Ramachandra, JACM, 2002)

e Neexistuje jednoduchy randomizovany linearni algoritmus (vySe
zminény je redukce na komplikovany verifikator kostry)

38



References

e heavily inspired by Tim Roughgarden’s online courses,
http://theory.stanford.edu/~tim/videos.html

e Robert Sedgewick and Kevin Wayne, Algorithms,
http://algs4.cs.princeton.edu/home/, namely
http://algs4.cs.princeton.edu/44sp/

34


http://theory.stanford.edu/~tim/videos.html
http://algs4.cs.princeton.edu/home/
http://algs4.cs.princeton.edu/44sp/

DEKUJI ZA POZORNOST.
CAS NA OTAZKY!
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