1. Priklad na asymptotickou slozitost rekurzivniho algoritmu [4b]

Analyzou stromU rekurze (recursion/tree method) odhadnéte co nejtésnéjsi horni mez
asymptotické slozitosti (velké O) pro:

T(n):{3T(§)+n n>1
1 n=1

Rekurzivni strom nakreslete, vyznacte jeho hloubku a sloZitost v jednotlivych uzlech stromu.
Vypoctéte celkovou sloZitost stromu.

UvaZujte pouze velikosti instanci, které jsou mocninou 3 (n = 3%).
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SlozZitost na jednotlivych urovnich - c% - 3t

Celkova slozitost — soucet sloZitosti v uzlech na vrchnich logz n — 1 drovnich plus sloZitost
trividlnich pripadu:
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2. Priklad na éteni kédu [4b]

Pro funkci f(a, i), jejiz vstupem je jednorozmérné pole a a index i, definujeme nasledujici
invariant:

Na zacédtku funkce neobsahuje podposloupnost {ay, ..., a;_1} prvek sedm.

Dokazte platnost daného invariantu pfi volani funkce £(a, @). Plati dany invariant i pfi volani
f(a, 1)? Urcete, co vrati volani f(a, 0).

int £(int[] a, int i) {
if (i == a.length - 1) {
if (a[i] == 7) return i;
else return -1;
}
if (a[i] == 7) return i;
else return f(a, i + 1);



Redeni:

Pro i=0 je podposloupnost prazdna a invariant plati.

P¥i béhu programu: pfedpokldadédme, Zze podposloupnost {ay, ..., a;_,} neobsahuje 7.
Ukazeme, Ze pak také podposloupnost {ay, ..., a;_; } neobsahuje na zac¢atku funkce
sedmicku. Podle predpokladu by pouze ai-1= 7. Prvek ai-1je zpracovan v pfedchozi iteraci a
pokud by se rovnal 7, vypocet by skoncil a funkce by vratila hodnotu i — 1. Prvek ai-1 neni 7,
proto doslo k rekurzivnimu volani (posledni fadek programu). Podposloupnost {ay, ..., a;_1}
proto neobsahuje na zacatku funkce sedmicku.

Pro volani f(a, 1) invariant neplati, napfiklad pro pole [7, 1, 2, 3] — kontrola pritomnosti
sedmicky probiha az od prvku s indexem 1.

Volani f(a, @) vrati pozici nejlevéjsi sedmicky. Pokud ¢islo sedm v poli neni, vrati -1.

3. Priklad na pravdépodobnost [3b]

Jaka je stfedni hodnota navratové hodnoty randomizovaného algoritmu reprezentovaného metodou
£ pro dané n (celé kladné ¢islo) a £ z intervalu [0,1]?
Funkce nextDouble vraci rovhomérné rozdélena ndhodna cisla z intervalu [0, 1).

public static double f(int n, double t) {
Random r = new Random() ;
double[] a = new double[n];
for(int i = 0; i< n; i++) {
if (r.nextDouble () >= t) {
a[i] = 1.0;
} else {
a[i] = -2.0;
}

}
double s = 0.0;

for (int i=0; i<n; i++) s+= a[i];
return s/n;

Reseni:
Pravdépodobnost, Ze a[i] bude 1 je 1-t, tj. v poli mame 1-t jedni¢ek. Pravdépodobnost, Ze ali]
bude -2 je t, v poli mdme t hodnot -2. Jejich soucetje 1 * (1 —t) + t(—2) = 1 — 3t.

4, Priklad na asymptotickou slozitost [3b]

Odhadnéte asymptotickou sloZitost funkce T(n):

1 n=1
— n
T(n) = {3T (Z) +nlog,n n>1

Pouzijte mistrovskou metodu (Master teorém). Peclivé zkontrolujte vSechny predpoklady
véty a urCete hodnoty jednotlivych konstant!



Reseni:
Abychom mohli pouzit mistrovskou metodu musime porovnat n'°843 = n%7? a nlog, n (a=3,

b=4). Ztejmé f(n) = nlog,n = Q(n'°8+3+%) kde € =0,1> 0, log, 3 < 1. Dale musi platit
podminka regularity, tj. 3-f(n/4) < c-f(n) pro dostatec¢né velika n.

3 3
3f (%) < cf(n), 3%10g2% < cnlog, n,Zn(logzn —2) < cnlog, n,s<c<l1

Plati tedy tfeti moznost teorému a T(n) = 6(nlog, n).

5.  Razeni quicksort [3b]

Je dano pole cely ¢isel - {8, 5,7,9, 11, 6, 17, 18 }, které chceme setfidit vzestupné.
Uvazujeme algoritmus quicksort z prednasky — klasickou verzi Hoare's partition.

Urcete, ktery z prvkl bude prvnim pivotem a provedte prvni déleni (partition).

Prvnim pivotem je Cislo 8, po prvnim déleni bude posloupnost vypadat nasledovné { 6, 5, 7,
8,11,9,17,18}.

6. Priklad na upravu haldy [3b]

Je dano pole A =100, 47, 39, 15, 13, 36, 25, 14, 9]. Pole reprezentuje maximalni haldu. Pfi
fazeni byl z haldy odstranén kotfenovy prvek 100, ktery byl nahrazen ¢islem 8. Upravte pole
tak, aby zUstalo maximalni haldou.

Odhadnéte shora pocet vymeén, které jsou nutné pro Upravu vlastnosti haldy.

R

A=1[8,47,39,15,13,36, 25, 14, 9]
A=1[47,8,39, 15,13, 36, 25, 14, 9]
A=1[47,15,39,8,13,36,25, 14, 9]
A=1[47,15,39, 14, 13, 36, 25, 8, 9]

Pocet vymén je shora ohranicen hloubkou stromu, tj. log2 n.



