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U£ení s u£itelem (supervised learning)

Máme k dispozici trénovací multi-mnoºinu p°íklad·. Správné �odpov¥di� (skryté stavy, t°ídy,
hodnoty, které chceme odhadovat) jsou známé pro v²echny trénovací p°íklady.

Klasi�kace :
I Závislá prom¥nná je nominální
I P°íklady: predikce spamu/hamu na základ¥ obsahu emailu, predikce 0/1/. . . /9 na základ¥

obrazu £ísla, atd.

Regrese :
I Závislá prom¥nná je kvantitativní/spojitá
I P°íklady: predikce teploty v Praze na základ¥ £asu a data, predikce vý²ky osoby na základ¥

hmotnosti a pohlaví, atd.
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Notes

Supervised learning Existují i dal²í typy strojového u£ení:

� Self-supervised

� Unsupervised (bez u£itele)

� Weakly supervised

� . . .

ale tato p°edná²ka pokrývá jen u£ení s u£itelem.
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U£ení: minimalizace empirického rizika

I M¥jme mnoºinu parametrizovaných strategií δ : X → D a ztrátovou funkci ` : S ×D → R.
Kvalitu kaºdé strategie δ popisuje riziko

R(δ) =
∑

s∈S

∑

x∈X
P(x , s)`(s, δ(x)),

ale P neznáme.
I Pouºíváme proto tzv. empirické riziko , tj. pr·m¥rnou ztrátu na trénovací (multi)mnoºin¥

T = {(x (i), s(i))}Ni=1, x ∈ X , s ∈ S :

Remp(δ) =
1
N

∑

(x(i),s(i))∈T
`(s(i), δ(x (i))).

I Optimální strategie δ∗ = argminδ Remp(δ).
I P°edpokládáme, ºe data T pocházejí z rozd¥lení P(x , s).
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P°íklady metod: Perceptron, neuronové mnoºiny, klasi�ka£ní stromy, . . .

V zásad¥ jde o statistiku, data neodpovídající p°edpokládanému rozd¥lení jsou vºdy problém. M·ºeme tomu

trochu pomoct, kdyº metody ud¥láme robustn¥j²í, aby lépe generalizovaly. Pamatujete se na regulariza£ní trik z

minulého týdne (Laplaceovo vyhlazování)?
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Kvíz: Proloºení bod· p°ímkou
Chceme p°ímkou ve tvaru ŷ = w0 + w1x proloºit následující data:

0 1 2 3 4

x

0

1

2

3

4

y
Nejlépe bude dat·m odpovídat p°ímka s parametry

A w0 = −1, w1 = −2
B w0 = −1

2 , w1 = 1

C w0 = 3, w1 = −1
2

D w0 = 2, w1 = 1
3

6 / 52

Notes



Lineární regrese: ilustrace

-5

1

0

5

0

1-1 0.50-0.5-1

M¥jme datovou sadu vstupních vektor· ~x (i) a p°íslu²né hodnoty výstupní prom¥nné y (i).
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Notes

Nap°. prokládání roviny daty z lidaru.



Lineární regrese: ilustrace

Pro tuto datovou sadu bychom cht¥li nalézt lineární model, . . .
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Notes

Nap°. prokládání roviny daty z lidaru.



Lineární regrese: ilustrace

. . . který minimalizuje odchylky odhad· od správných hodnot.
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Nap°. prokládání roviny daty z lidaru.



Regrese

Lineární algebra p°eformulovaná do jazyka strojového u£ení.

Regresní úloha je úloha u£ení s u£itelem, tj.

I máme trénovací (multi-)mnoºinu T = {(~x (1), y (1)), . . . , (~x (N), y (N))} , kde
I hodnoty y (i) jsou kvantitativní, £asto spojité (narozdíl od klasi�ka£ních úloh, kde jsou y (i)

nominální).
I Cílem je vytvo°it model vztahu mezi nezávislými prom¥nnými (vstupy) ~x = (x1, . . . , xD) a

závislou prom¥nnou (výstupem) y .
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Lineární regrese

Lineární regrese pouºívá regresní model, který p°edpokládá (a u£í se) lineární závislosti mezi
vstupy a výstupem:

ŷ = δ(~x) = w0 + w1x1 + . . .+ wDxD = w0 + 〈~w ,~x〉 = w0 + ~w>~x ,

kde
I ŷ je predikce modelu (odhad skute£né hodnoty y),
I δ(~x) je rozhodovací strategie (v tomto p°ípad¥ lineární model),
I w0, . . . ,wD jsou koe�cienty lineární funkce (váhy), w0 je absolutní £len (bias),
I 〈~w ,~x〉 je skalární sou£in vektor· ~w a ~x (dot product),
I který lze také spo£ítat jako maticový sou£in ~w>~x , pokud jsou ~w a ~x sloupcové vektory, tj.

matice velikosti [D × 1].
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Poznámky k notaci
Homogenní sou°adnice :
I Pokud p°idáme �1� jako první prvek do v²ech vektor· ~x tak, ºe ~x = (1, x1, . . . , xD), a
I pokud zahrneme absolutní £len w0 do vektoru ~w tak, ºe ~w = (w0,w1, . . . ,wD), pak

ŷ = δ(~x) = w0 · 1 + w1x1 + . . .+ wDxD = 〈~w ,~x〉 = ~w>~x .

Maticová notace Pokud uspo°ádáme data T do matic X a Y tak, ºe

X =

(
1 . . . 1
~x (1) . . . ~x (N)

)
a Y =

(
y (1), . . . , y (N)

)
,

pak m·ºeme zapsat dávkový výpo£et predikcí pro v²echna pozorování v X jako

Ŷ =
(
δ(~x (1)), . . . , δ(~x (N))

)
=
(
~w>~x (1), . . . , ~w>~x (N)

)
= ~w>X.
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Notes

Jaké jsou rozm¥ry ~̂y , ~w ,X?
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Dv¥ pracovní fáze ML model·
Kaºdý ML model má dv¥ pracovní fáze:

1. u£ení (trénování) strategie δ a

2. pouºití strategie δ (testování, tvorba predikcí).

Na strategii δ lze nahlíºet jako na funkci 2 prom¥nných: δ(~x , ~w).

Aplikace modelu (Inference): Známe-li ~w , m·ºeme m¥nit ~x , a zji²´ovat tak odhady:

ŷ = δ(~x , ~w) = δ~w (~x).

U£ení modelu: Známe-li T , m·ºeme ladit parametry ~w tak, aby model odpovídal dat·m:

~w∗ = argmin
~w

Remp(δ~w ) = argmin
~w

J(~w , T ),

kde obvykle J(~w , T ) =
1
|T |

∑

(~x ,y)∈T
`(y , δ(~x , ~w)). Jak model nau£it?

11 / 52

Notes

� δ(~x , ~w) represents a whole family of strategies if ~w is not �xed.

� By �xing ~w we chose a particular strategy from this family.

� Empirical risk evalautes prediction error on all data points.
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P°íklad: Jednoduchá (jednorozm¥rná) lineární regrese

Jednoduchá regrese

I ~x (i) = x (i), tj. p°íklady jsou popsány jedinou vstupní prom¥nnou (jsou 1-rozm¥rné).
I Najd¥te parametry w0,w1 lineárního modelu ŷ = w0 + w1x ,

máte-li trénovací (multi-)mnoºinu T = {(x (i), y (i))}Ni=1.

Kolik p°ímek lze proloºit N lineárn¥ nezávislými trénovacími p°íklady?
I N = 1 (1 rovnice, 2 parametry) ⇒ ∞ lineárních funkcí z nulovou chybou
I N = 2 (2 rovnice, 2 parametry) ⇒ 1 lineární funkce s nulovou chybou
I N ≥ 3 (> 2 rovnice, parametry) ⇒ ºádná lineární funkce s nulovou chybou
⇒ ale lze proloºit p°ímku, která minimizuje velikost chyb y − ŷ :

~w∗ = (w∗0 ,w
∗
1 ) = argmin

w0,w1

Remp(w0,w1) = argmin
w0,w1

J(w0,w1, T ).

12 / 52
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Metoda nejmen²ích £tverc·
Zvolte takové parametry ~w , které minimalizují st°ední kvadratickou chybu (mean squared error,
MSE)

JMSE (~w) =
1
N

N∑

i=1

(
y (i) − ŷ (i)

)2

=
1
N

N∑

i=1

(
y (i) − δ~w (~x (i))

)2
.

x

y

0

w0
|y(1) − ŷ(1)|

|y(2) − ŷ(2)|
|y(3) − ŷ(3)|

(x(1), y(1))

(x(2), y(2))

(x(3), y(3))

ŷ = w0 + w1x

(x(1), ŷ(1))

(x(2), ŷ(2))

(x(3), ŷ(3))

1

w1

Existuje analytické °e²ení? Explicitní °e²ení:

w1 =

∑N
i=1(x (i) − x̄)(y (i) − ȳ)
∑N

i=1(x (i) − x̄)2
=

sxy
s2x

=
kovariance X a Y

rozptyl X
w0 = ȳ − w1x̄
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Univerzální metoda: minimalizace kriteriální funkce J

�Povrch� funkce J v prostoru parametr· w0 and w1 (pro data níºe):

w
0

0
2 0

4 0

6 0

8 0

1 0 0

w 1

0 .0

0 .2

0 .4

0 .6

0 .8

1 .0

J
(w

0
,w

1
)

0

5

1 0

1 5

2 0

2 5

3 0

3 5

4 0

4 5

0 2 0 4 0 6 0 8 0 1 0 0

w0

0 .0

0 .2

0 .4

0 .6

0 .8

1 .0

w
1

Postupn¥ se zlep²ující lineární modely nalezené itera£ní opt. metodou (BFGS):

0 1 0 0 2 0 0 3 0 0 4 0 0 5 0 0

d is p

0
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d is p

0

5 0

1 0 0

1 5 0

2 0 0

2 5 0

h
p

0 1 0 0 2 0 0 3 0 0 4 0 0 5 0 0
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d is p

0
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1 5 0

2 0 0

2 5 0

h
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14 / 52

Notes

Obrázky dole zleva doprava odpovídají bod·m na lomené k°ivce vý²e.



Algoritmus nejstrm¥j²ího sestupu (gradient descent)

Pro danou funkci J(w0,w1), kterou chceme minimalizovat,
I za£ni s libovolnými hodnotami w0 a w1 a
I modi�kuj je tak, aby se J(w0,w1) zmen²ilo, tj.
I aktualizuj hodnoty w0 a w1 posunem v opa£ném sm¥ru, neº ukazuje gradient:

~w ← ~w − α∇J(w0,w1), tj.

wi ← wi − α
∂

∂wi

J(w0,w1),

kde se v²echny wi aktualizují sou£asn¥ a α je tzv. rychlost u£ení (learning rate, step
size).
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Gradientní sestup pro minimalizaci MSE

Pro ztrátovou funkci

J(w0,w1) =
1
N

N∑

i=1

(
y (i) − δ~w (x (i))

)2
=

1
N

N∑

i=1

(
y (i) − (w0 + w1x

(i))
)2
,

lze gradient spo£ítat jako

∂

∂w0
J(w0,w1) = − 2

N

N∑

i=1

(
y (i) − δ~w (x (i))

)

∂

∂w1
J(w0,w1) = − 2

N

N∑

i=1

(
y (i) − δ~w (x (i))

)
x (i)
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Mnoharozm¥rná lineární regrese
I ~x (i) = (x

(i)
1 , . . . , x

(i)
D )>, tj. p°íklady jsou popsány více neº jednou vstupní prom¥nnou (jsou

D-rozm¥rné).
I Najd¥te parametry ~w = (w0, . . . ,wD)> lineárního modelu ŷ = ~w>~x

pro danou trénovací (multi-)mnoºinu T = {(~x (i), y (i))}Ni=1.

Trénování: cht¥li bychom,
aby pro kaºdé (i): y (i) = ~w>~x (i).
Nebo maticov¥: Y = ~w>X

Jaké jsou rozm¥ry X?

A (D + 1)× (D + 1)

B (D + 1)× N

C N × (D + 1)

D N × N

Modelem je nadrovina (hyperplane)
v (D + 1)-rozm¥rném prostoru.
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Mnoharozm¥rná lineární regrese: u£ení

1. Numerická optimalizace kritéria J(~w ,T ):
I Funguje stejn¥ jako u jednoduché regrese, jen prohledává prostor s více dimenzemi.
I N¥kdy je t°eba pro správnou funkci optimaliza£ního algoritmu dob°e naladit jeho parametry

(rychlost u£ení gradientního sestupu, apod.).
I M·ºe trvat dlouho (hodn¥ iterací), ale je pouºitelná i pro velká D.

2. Explicitní °e²ení (Normální rovnice):

~w∗ = (XX>)−1XY>

I Metoda pro nalezení optimálních ~w∗ analyticky!
I Není t°eba volit parametry optimaliza£ního algoritmu. �ádné iterace.
I Je t°eba spo£ítat (XX>)−1; £asová sloºitost O((D + 1)3). Pro velké D nepraktické.

18 / 52

Notes

D m·ºe být hodn¥ velké! Viz. mnoºství pixel· v obrázcích! My, lidé, jsme zvyklí na nízké dimenze - sv¥t je 3D.

Stroj nakládají s p°ípady D <= 3 a D > 3 v principu stejn¥.



Mnoharozm¥rná lineární regrese: u£ení

1. Numerická optimalizace kritéria J(~w ,T ):
I Funguje stejn¥ jako u jednoduché regrese, jen prohledává prostor s více dimenzemi.
I N¥kdy je t°eba pro správnou funkci optimaliza£ního algoritmu dob°e naladit jeho parametry

(rychlost u£ení gradientního sestupu, apod.).
I M·ºe trvat dlouho (hodn¥ iterací), ale je pouºitelná i pro velká D.

2. Explicitní °e²ení (Normální rovnice):

~w∗ = (XX>)−1XY>

I Metoda pro nalezení optimálních ~w∗ analyticky!
I Není t°eba volit parametry optimaliza£ního algoritmu. �ádné iterace.
I Je t°eba spo£ítat (XX>)−1; £asová sloºitost O((D + 1)3). Pro velké D nepraktické.

18 / 52

Notes

D m·ºe být hodn¥ velké! Viz. mnoºství pixel· v obrázcích! My, lidé, jsme zvyklí na nízké dimenze - sv¥t je 3D.

Stroj nakládají s p°ípady D <= 3 a D > 3 v principu stejn¥.



Obsah

U£ení s u£itelem (supervised learning)
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Vst°íc obecným klasi�kátor·m
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Klasi�kace

I Binární klasi�kace
I Diskrimina£ní funkce
I Klasi�kace jako regresní problém (lineární a logistická regrese)
I Jaká ztrátová funkce je vhodná?
I Etalonový klasi�kátor (nejbliº²í soused a lineární klasi�kátor)
I Pravdivost a preciznost (Accuracy vs precision)
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Kvíz: D·leºitost trénovacích p°íklad·

Intuitivn¥, které z trénovacích p°íklad· by m¥ly mít nejv¥t²í vliv na rozhodnutí, zda nový, dosud
neznámý p°íklad má být £ervený nebo modrý?

A Ty, které jsou nejblíº p°íklad·m opa£né barvy.

B Ty, které jsou nejdál od p°íklad· opa£né barvy.

C Ty, které jsou uprost°ed p°íklad· stejné barvy.

D �ádné. V²echny p°íklady jsou stejn¥ d·leºité.
21 / 52
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Úloha binární klasi�kace

M¥jme trénovací datovou mnoºinu T = {(~x (1), y (1)), . . . , (~x (N), y (N)):
I kaºdý p°íklad popsán vektorem ~x = (x1, . . . , xD),
I ozna£en skute£nou t°ídou y ∈ {+1,−1}.

Cíl:
I Najd¥te klasi�kátor (rozhodovací strategii/pravidlo) δ,

který minimalizuje empirické riziko Remp(δ).
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Diskrimina£ní funkce

Diskrimina£ní funkce f (~x):

I Kaºdému pozorování ~x p°i°azuje reálné £íslo. M·ºe
být lineární, ale nemusí.

I Pro 2 t°ídy sta£í jediná diskrimina£ní funkce.
I Pouºívá se k vytvo°ení rozhodovací strategie (která

p°i°azuje t°ídu kaºdému pozorování):

ŷ = δ(~x) =

{
+1 i� f (~x) > 0, a
−1 i� f (~x) < 0,

tj. ŷ = δ(~x) = sign (f (~x)).

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x

f(
x
)

I Rozhodovací hranice: {~x |f (~x) = 0}
I Lineární klasi�kace: rozhodovací hranice musí být lineární.

I U£ení pak odpovídá hledání vhodné funkce f (nebo jejích parametr·).
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Notes

U lineárního klasi�kátoru vyºadujeme lineární rozhodovací hranice, nikoli jeho diskrimina£ní funkci!
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P°íklad: Klasi�kace Muº/�ena na základ¥ vý²ky

Trénovací datová sada T = {(x (i), s(i))}Ni=1, x
(i) ∈ X , s(i) ∈ S = {F ,M}

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Vý²ka x (i) 115 125 130 140 150 155 165 170 175 180 185 190
Pohlaví s(i) F F F F F F F M M M M M
Pohlaví y (i) (+1/-1) -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 +1 +1

60 80 100 120 140 160 180 200 220
x = height [cm]

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1
Female/Male classification

Female
Male
measured sample
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Trénovací datová sada T = {(x (i), s(i))}Ni=1, x
(i) ∈ X , s(i) ∈ S = {F ,M}
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x = height [cm]

-0.02

0
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0.04

0.06

0.08

0.1
Female/Male classification

Female
Male
measured sample

Nové pozorování ke klasi�kaci: xQ = 163

Do jaké t°ídy pat°í xQ? δ(xQ) =?
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Notes

Run onedim_linclass_learning



P°íklad: Lineární diskr. funkce nalezená metodou nejmen²ích £tverc·

60 80 100 120 140 160 180 200 220
x = height [cm]
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1
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2
Female/Male classification, linear classifiers

Female
Male
f(x) = w1x + w0
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P°íklad: Odpovídající rozhodovací strategie

60 80 100 120 140 160 180 200 220
x = height [cm]
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Female/Male classification, linear classifiers

Female
Male
f(x) = w1x + w0

/(x) = sign(f(x))
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U£ení lineárního klasi�kátoru: naivní p°ístup

-1 -0.5 0 0.5 1

-1

-0.5

0

0.5

1

M¥jme datovou sadu vstupních vektor· ~x (i) a p°íslu²né t°ídy s(i).
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U£ení lineárního klasi�kátoru: naivní p°ístup

Vyjád°eme t°ídy hodnotami prom¥nné y , tj. y (i) = −1 nebo y (i) = 1.
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U£ení lineárního klasi�kátoru: naivní p°ístup

Proloºme t¥mito daty lineární diskr. funkci minimalizující MSE jako p°i regresi.
Vrstevnice y = 0 . . .
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U£ení lineárního klasi�kátoru: naivní p°ístup

-1 -0.5 0 0.5 1

-1

-0.5

0

0.5

1

. . . pak tvo°í lineární rozhodovací hranici v p·vodním 2D prostoru.
Ale je takový klasi�kátor obecn¥ dobrý?
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Lze ud¥lat n¥co lep²ího, neº prokládat lineární funkci?

28 / 52

Notes



Prokládání vhodn¥j²í funkce: Logistická regrese
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M¥jme datovou sadu vstupních vektor· ~x (i) a p°íslu²né t°ídy s(i).
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Prokládání vhodn¥j²í funkce: Logistická regrese

Vyjád°eme t°ídy hodnotami prom¥nné y , tj. y (i) = 0 nebo y (i) = 1.
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Prokládání vhodn¥j²í funkce: Logistická regrese

Proloºme t¥mito daty sigmoidální diskr. funkci minimalizující MSE jako p°i regresi.
Vrstevnice y = 0.5 . . .
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Prokládání vhodn¥j²í funkce: Logistická regrese

-1 -0.5 0 0.5 1
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. . . pak tvo°í lineární rozhodovací hranici v p·vodním 2D prostoru.
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Model logistické regrese

Logistická regrese pouºívá diskrimina£ní funkci, která je nelineární transformací hodnot
lineární funkce

f~w (~x) = g(~w>~x) =
1

1 + e−~w
>~x
,

kde g(z) =
1

1 + e−z
je sigmoidální funkce (téº sigmoida nebo logistická funkce).

Interpretace modelu:

I f~w (~x) se £asto interpretuje jako odhad pravd¥podobnosti, ºe ~x pat°í do t°ídy 1.

I Rozhodovací hranice je de�nována jako vrstevnice {~x : f~w (~x) = 0.5}.
I Logistická regrese je klasi�ka£ní model!
I Diskrimina£ní funkce f~w (~x) samotná není lineární; ale rozhodovací hranice je stále lineární!

I Díky sigmoidální transformaci logistická regrese tém¥° není ovlivn¥na p°íklady, které leºí
daleko od rozhodovací hranice!

30 / 52

Notes

Try to draw the course of the function by hand.
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Sigmoida proloºená metodou nejmen²ích £tverc·

60 80 100 120 140 160 180 200 220
x = height [cm]

-0.5

0

0.5

1

1.5
Sigmoid fit to the data

Female
Male
f(x) = 1

1+e!(w1x+w0)

31 / 52

Notes



Proloºení lineární funkcí vs proloºení sigmoidou

60 80 100 120 140 160 180 200 220
x = height [cm]
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Comparing Linear LSQ with Sigmoid LSQ

Female
Male
f(x) = w1x + w0

/(x) = sign(f(x))

fs(x) = 2
1

1
1+e!(w1x+w0)

2
! 1

/(x) = sign(fs(x))
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Jaká ztrátová funkce ` je vhodná?

Model logistické regrese lze natrénovat minimalizací st°ední kv. chyby JMSE :
I nekonvexní, multimodální funkce, kterou není snadné optimalizovat.

Logistická regrese pouºívá tzv. k°íºovou entropii (cross-entropy) :

J(~w , T ) =
1
N

N∑

i=1

`(y (i), f~w (~x (i))), kde

`(y , ŷ) =

{
− log(ŷ) if y = 1

− log(1− ŷ) if y = 0
,

coº se dá p°epsat do jediného výrazu jako

`(y , ŷ) = −y · log(ŷ)−(1− y) · log(1− ŷ).

I Snáze se optimalizuje pomocí numerických solver·.
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co
st
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− log(ŷ)
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− log(1− ŷ)
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St°ední kv. chyba vs. k°íºová entropie
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Various loss functions
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! log(ŷ)
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Sigmoid fit to the data

Female
Male
f(x) = 1

1+e!(w1x+w0)

f(x) by cross-entropy loss

Sigmoidální f (x) interpretujeme jako P(s = Male | x): p°ímé u£ení diskriminativního modelu .
V porovnání s MSE k°íºová entropie siln¥ penalizuje velké chyby!

34 / 52

Notes



Alternativní nápad: etalony

Reprezentujme kaºdou t°ídu jediným p°íkladem, tzv. etalonem ! (Nebo n¥kolika etalony.)
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Female/Male classification

Female
Male
Female-etalon
Male-etalon

eF = ave({x (i) : s(i) = F}) = 140
eM = ave({x (i) : s(i) = M}) = 180

xQ = 163
Na základ¥ etalon·: dQ = δ(xQ) = ?
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Notes

Based on etalons: dQ = M
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Reprezentujme kaºdou t°ídu jediným p°íkladem, tzv. etalonem ! (Nebo n¥kolika etalony.)
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Female/Male classification

Female
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eF = ave({x (i) : s(i) = F}) = 140
eM = ave({x (i) : s(i) = M}) = 180

xQ = 163
Na základ¥ etalon·: dQ = δ(xQ) = ?

A dQ = F

B dQ = M

C Ob¥ t°ídy stejn¥ pravd¥podobné

D Neumím rozhodnout
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Alternativní nápad: etalony

Reprezentujme kaºdou t°ídu jediným p°íkladem, tzv. etalonem ! (Nebo n¥kolika etalony.)
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Female
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Female-etalon
Male-etalon

eF = ave({x (i) : s(i) = F}) = 140
eM = ave({x (i) : s(i) = M}) = 180

xQ = 163
Na základ¥ etalon·: dQ = δ(xQ) = ?

Klasi�kuj jako dQ = argmins∈S dist(x
Q , es)

Jakého typu je funkce dist(xQ , es)?
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Notes

Based on etalons: dQ = M



Etalonový klasi�kátor je lineární klasi�kátor!

Pokud dist(x , e) = (x − e)2, pak

argmin
s∈S

dist(x , es) = argmin
s∈S

(x − es)
2 = argmin

s∈S
( x2︸︷︷︸
konst.

−2esx + e2s ) =

= argmin
s∈S

(−2esx + e2s ) = argmax
s∈S

(esx −
1
2
e2s

︸ ︷︷ ︸
lineární v x

)

Klasi�kace do více t°íd: kaºdá t°ída s má lineární diskrimina£ní funkci fs(x) = asx + bs a

δ(x) = argmax
s∈S

fs(x)

Binární klasi�kace: sta£í jediná lineární diskrimina£ní funkce g(x) a

δ(x) =

{
s1 pokud g(x) ≥ 0,
s2 pokud g(x) < 0.
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P°íklad: F/M � Lineární diskrimina£ní funkce zaloºené na etalonech
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Male
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Female-discr-func
Male-discr-func

Diskrimina£ní funkce pro 2 t°ídy:

fF (x) = aF x + bF =

= eF x −
1
2
e2F = 140x − 9800

fM(x) = aMx + bM =

= eMx − 1
2
e2M = 180x − 16200
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Diskrimina£ní funkce pro 2 t°ídy:

fF (x) = aF x + bF =

= eF x −
1
2
e2F = 140x − 9800

fM(x) = aMx + bM =

= eMx − 1
2
e2M = 180x − 16200

Jediná diskr. funkce odd¥lující ob¥ t°ídy:

g(x) = fF (x)− fM(x) =

= −40x + 6400
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P°íklad: F/M � Umíme najít lep²í etalony?
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Lineární klasi�kátory zaloºené na pr·m¥r-
ných etalonech d¥lají chyby.

Perceptronový algoritmus (nap°.) umí najít
bezchybný klasi�kátor (pokud existuje).
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Etalony ve vícerozm¥rných prostorech
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Z dat T = {(~x (i), s(i))}, extrahuj jeden etalon ~es pro kaºdou t°ídu s ∈ S.
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Etalony ve vícerozm¥rných prostorech (pokr.)

Extrahuj etalon pro kaºdou t°ídu s:

~es = ave({~x (i) : s(i) = s})

Rozhodovací strategie

δ(~x) = argmin
s∈S

‖~x −~es‖2

Odpovídající rozhodovací hranice p·lí vzdále-
nosti mezi dvojicemi etalon·.
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Rozpoznávání £íslic � etalony zaloºené na pr·m¥ru

etalon for 0 etalon for 1 etalon for 2 etalon for 3 etalon for 4 etalon for 5 etalon for 6 etalon for 7 etalon for 8 etalon for 9

Obrázky z [7].

42 / 52

Notes

Pamatujte, pouºití pr·m¥ru pro konstrukci etalonu je jen heuristika. V obecném p°ípad¥ takový model neminima-

lizuje ºádnou ztrátovou funkci.
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Bayesovská klasi�kace vs diskrimina£ní funkce

Rozhodnutí zaloºené na diskrimina£ní funkci:

δ(~x) = argmax
s∈S

f (~x , s)

Rozhodnutí zaloºené na posteriorní psti:

δ(~x) = argmax
s∈S

P(s|~x) = argmax
s∈S

P(~x | s)P(s)

P(~x)

Pokud zvolíme

f (~x , s) = P(~x | s)P(s),

ob¥ metody splývají.
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Pentagon data
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Normal distribution for general dimensionality D:

N (~x |~µ,Σ) =
1

(2π)D/2

1

|Σ|1/2
exp{−1

2
(~x − ~µ)>Σ−1(~x − ~µ)}

Discriminant function:

s∗ = argmax
s∈S

f (~x , s) = argmax
s∈S

P(s)N (~x |~µ,Σ) =
1

(2π)D/2

1

|Σ|1/2
exp{−1

2
(~x − ~µ)>Σ−1(~x − ~µ)}

How about learning f (~x , s) directly without explicit modeling of underlying probabilities?

What about f (~x , s) = ~w>s ~x + ws0



Etalonový klasi�kátor: generalizace do vy²²ích dimenzí

δ(~x) = argmin
s∈S

‖~x −~es‖2 = argmin
s∈S

(~x>~x − 2~e>s ~x +~e>s ~es) =

= argmin
s∈S

(
~x>~x − 2

(
~e>s ~x −

1
2

(~e>s ~es)
))

=

= argmax
s∈S

(
~e>s ~x −

1
2

(~e>s ~es)
)

=

= argmax
s∈S

(~w>s ~x + ws0) = argmax
s∈S

gs(~x).

Lineární funkce (plus abs. £len)

gs(~x) = ~w>s ~x + ws0, kde ~w s = ~es a ws0 = −1
2
~e>s ~es .
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Notes

The result is a linear discriminant function � hence etalon classi�er is a linear classi�er.
We classify into the class with highest value of the discriminant function.
~w s is a generalized etalon. How do we �nd it? Such that it is better than just the mean of the class members in
the training set.



U£ení a rozhodování

Fáze u£ení : ur£ení modulu/funkce/parametr· na základ¥ dat.
Fáze rozhodování : rozhodnutí o neznámém pozorování ~x .

Co se u£it?
I Generativní model : Nau£it se P(~x , s). Rozhodovat podle argmaxs P(s|~x).

I Discriminativní model : Nau£it se p°ímo P(s|~x) a rozhodovat dle n¥j.

I Diskrimina£ní funkce : Nau£it se fs(~x) a rozhodovat podle argmaxs fs(~x).

46 / 52

Notes

Generative models because by sampling from them it is possible to generate synthetic data points ~x .
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Accuracy vs precision

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Precision_versus_accuracy.svg
48 / 52

Notes

Accuracy: how close (is your model) to the truth. Precision: how consistent/stable your model is.

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Precision_versus_accuracy.svg


P°esnost, pravdivost, preciznost

I Pravdivost (d°íve správnost) : blízkost pr·m¥ru ke správné hodnot¥ (systematická chyba,
zkreslení)

I Preciznost (d°íve shodnost) : t¥snost shody mezi výsledky m¥°ení (rozptyl,
opakovatelnost, reprodukovatelnost)

I P°esnost : zahrnuje pravdivost i preciznost
https://cs.wikipedia.org/wiki/P%C5%99esnost_a_preciznost
https://www.technicke-normy-csn.cz/csn-iso-5725-1-010251-158147.html
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Notes

In German:

� Accuracy: Richtigkeit

� Precision: Präzision

� Both together: Genauigkeit

In Czech:

� Accuracy: Pravdivost (d°íve také správnost).

� Precision: Preciznost (d°íve také shodnost).

� Both together: P°esnost.

Think about terms bias and error. I

https://cs.wikipedia.org/wiki/P%C5%99esnost_a_preciznost
https://www.technicke-normy-csn.cz/csn-iso-5725-1-010251-158147.html
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Literatura I

Dal²í £tení: Kapitola 18 z [6], nebo kapitola 4 z [1], nebo kapitola 5 z [2]. Mnoho obrázk·
vytvo°eno pomocí [3]. M·ºete si také spustit demo funkce z [7].
Jak lidé rozhodují a p°edpovídají za nejistoty, [4] (in Czech [5])
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