Linearni modely pro regresi a klasifikaci. Uceni.
Tomas Svoboda and Petr Posik
thanks to Matéj Hoffmann, Daniel Novak, Filip Zelezny, Ondrej Drbohlav

Vision for Robots and Autonomous Systems, Center for Machine Perception
Department of Cybernetics
Faculty of Electrical Engineering, Czech Technical University in Prague

18. kvétna 2024

1/52

Notes


http://cyber.felk.cvut.cz/vras
http://cmp.felk.cvut.cz
http://cyber.felk.cvut.cz
http://fel.cvut.cz
http://cvut.cz

Obsah

Uceni s ucitelem (supervised learning)

2/52

Notes




Uceni s ucitelem (supervised learning)

Mame k dispozici trénovaci multi-mnozinu priklad@. Spravné ,,odpovédi® (skryté stavy, tridy,
hodnoty, které chceme odhadovat) jsou zndmé pro viechny trénovaci priklady.
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Notes
Supervised learning Existuji i dalsi typy strojového uceni:

Self-supervised

Unsupervised (bez ucitele)

e Weakly supervised

ale tato prednaska pokryva jen uceni s uCitelem.
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» Zavisla proménna je nominalni

» Priklady: predikce spamu/hamu na zakladé obsahu emailu, predikce 0/1/.../9 na zakladé
obrazu ¢&isla, atd.

Regrese :

> Zavisla proménna je kvantitativni/spojita

» Priklady: predikce teploty v Praze na zakladé casu a data, predikce vysky osoby na zakladé
hmotnosti a pohlavi, atd.
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Supervised learning Existuji i dalsi typy strojového uceni:

Self-supervised

Unsupervised (bez ucitele)

e Weakly supervised

ale tato prednaska pokryva jen uceni s uCitelem.



Uceni: minimalizace empirického rizika

> Méjme mnozinu parametrizovanych strategii : X' — D a ztratovou funkci £: S x D — R.
Kvalitu kazdé strategie 0 popisuje riziko

R(8) =" P(x,8)l(s,5(x)),

SES xeX

ale P nezname.
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Notes
Pfiklady metod: Perceptron, neuronové mnoziny, klasifikacni stromy, ...

V zasadé jde o statistiku, data neodpovidajici predpokladanému rozdéleni jsou vzdy problém. Mazeme tomu
trochu pomoct, kdyz metody udélame robustnéjsi, aby |épe generalizovaly. Pamatujete se na regularizacni trik z
minulého tydne (Laplaceovo vyhlazovani)?



Uceni: minimalizace empirického rizika

> Méjme mnozinu parametrizovanych strategii : X' — D a ztratovou funkci £: S x D — R.

Kvalitu kazdé strategie 0 popisuje riziko
=2 2 Plx.9)l(s,6(x)),
SES xeX

ale P nezname.

» Pouzivame proto tzv. empirické riziko , tj. primérnou ztratu na trénovaci (multi)mnoziné

T={(xD, sV  xecXx scS:

Remp(0) = 1o >0 s, 5(x7).

(x(0),s()eT

> Optimalni strategie 6" = argming Remp(0).
> Predpokladame, ze data 7 pochazeji z rozdéleni P(x, s).

Notes

4/52

Pfiklady metod: Perceptron, neuronové mnoziny, klasifikacni stromy, ...

V zasadé jde o statistiku, data neodpovidajici predpokladanému rozdéleni jsou vzdy problém. Mazeme tomu

trochu pomoct, kdyz metody udélame robustnéjsi, aby |épe generalizovaly. Pamatujete se na regularizacni trik z

minulého tydne (Laplaceovo vyhlazovani)?
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Kviz: Prolozeni bodi primkou

Chceme primkou ve tvaru ¥y = wy + wyx prolozit nasledujici data:

4

Nejlépe bude datiim odpovidat pfimka s parametry
A WOZ—]., W1:—2

B Wo:—%, wi =1
Cwo=3 w =1
DWO:2,W1 %

Notes
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Linearni regrese: ilustrace

Méjme datovou sadu vstupnich vektori xU) a prislusné hodnoty vystupni proménné y ().
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Notes

Napf. prokladani roviny daty z lidaru.



Linearni regrese: ilustrace

Pro tuto datovou sadu bychom chtéli nalézt linearni model, ...
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Notes

Napf. prokladani roviny daty z lidaru.



Linearni regrese: ilustrace

Al
ke gl
=

. ktery minimalizuje odchylky odhadd od spravnych hodnot.
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Notes

Napf. prokladani roviny daty z lidaru.



Regrese

Lineérni algebra preformulovana do jazyka strojového uceni.

Regresni tuloha je tloha uZeni s ucitelem, tj.

> mame trénovaci (multi-)mnozinu 7 = {(xM, M) ... (¥, y(M)} | kde

> hodnoty y() jsou kvantitativni, Easto spojité (narozdil od klasifikagnich dloh, kde jsou y(?)
nominalni).

» Cilem je vytvofit model vztahu mezi nezavislymi proménnymi (vstupy) X = (x1,...,xp) a

zavislou proménnou (vystupem) y.
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Linedrni regrese

Linearni regrese pouziva regresni model, ktery predpoklada (a uci se) linearni zavislosti mezi
vstupy a vystupem:

T

y=0X)=wy+wix1+...+wpxp = wy + (W,X) = wp + W X,
kde
> y je predikce modelu (odhad skuteéné hodnoty y),
> §(X) je rozhodovaci strategie (v tomto pfipadé linearni model),
> wp,...,wp jsou koeficienty linearni funkce (vahy), wy je absolutni ¢len (bias),
» (w,X) je skalarni soucin vektorii w a X (dot product),
| 2

ktery Ize také spocitat jako maticovy soudin w ' X, pokud jsou w a X sloupcové vektory, tj.
matice velikosti [D x 1].
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Poznamky k notaci
Homogenni soufadnice :

» Pokud pridame “1” jako prvni prvek do viech vektord X tak, ze X = (1, xy, ..

» pokud zahrneme absolutni ¢len wy do vektoru w tak, ze w = (wp, wy, . ..

)’7:5(?):W0-1+W1x1+...+WDxD:<v_17,>_<’>:V_VTF(’.

Notes

.,XD), a

,wp), pak
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Jaké jsou rozméry y, w, X?



Poznamky k notaci
Homogenni soufadnice :
» Pokud pridame “1” jako prvni prvek do viech vektord X tak, ze X = (1,x1,...,xp), a

» pokud zahrneme absolutni ¢len wy do vektoru w tak, ze w = (wp, wi, ..., wp), pak

)’7:5(?):W0-1+W1x1+...+WDxD:<v_17,>_<’>:V_VTF(’.

Maticova notace Pokud uspordadame data 7 do matic X a Y tak, Ze
1 ... 1
— — (@ (N)
X ()?(1) )?(N)> 2 Y (y e )’

pak mazeme zapsat davkovy vypocet predikci pro viechna pozorovani v X jako
Y= (5(2(1)), . ,5(2(’”)) - (fﬂz(l), . VT/T;(’W) — WX,
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Notes

Jaké jsou rozméry y, w, X?



Dvé pracovni faze ML modeld

Kazdy ML model ma dvé pracovni faze:

1. uceni (trénovani) strategie ¢ a
2. pouziti strategie J (testovani, tvorba predikci).
! | Testing data |—>(Model)—>| Prediction |
11/52
Notes

e §(X, w) represents a whole family of strategies if w is not fixed.
e By fixing w we chose a particular strategy from this family.

e Empirical risk evalautes prediction error on all data points.
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| Testing data |—>(Model)—>| Prediction |

Na strategii d |ze nahlizet jako na funkci 2 proménnych: §(X, w).

Aplikace modelu (Inference): Zname-li w, mizeme ménit X, a zjistovat tak odhady:

y =0(%,w) = 05(X).
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Dvé pracovni faze ML modeld
Kazdy ML model méa dvé pracovni faze:

1. uceni (trénovani) strategie ¢ a
2. pouziti strategie J (testovani, tvorba predikci).
| Testing data |—>(Model)—>| Prediction |

Na strategii d |ze nahlizet jako na funkci 2 proménnych: §(X, w).

Aplikace modelu (Inference): Zname-li w, mizeme ménit X, a zjistovat tak odhady:

y =0(%,w) = 05(X).

U€eni modelu: Zname-li 7, miZeme ladit parametry w tak, aby model odpovidal datiim:

w"* = argmin Remp(d) = argmin J(w, T),
w w

kde obvykle J(w,T) = = > Uy, 8(%, w)). Jak model naugit?

|7‘|(?y)€7’

11/52
Notes

e §(X, w) represents a whole family of strategies if w is not fixed.
e By fixing w we chose a particular strategy from this family.

e Empirical risk evalautes prediction error on all data points.



Priklad: Jednoduché (jednorozmérna) linearni regrese

Jednoducha regrese

> () = x(), tj. priklady jsou popséany jedinou vstupni proménnou (jsou 1-rozmérné).
> Najdéte parametry wy, wy linedrnitho modelu y = wy + wy x,
mate-li trénovaci (multi-)mnozinu 7 = {(x(), y()}N .
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Priklad: Jednoduché (jednorozmérna) linearni regrese

Jednoducha regrese

> () = x(), tj. priklady jsou popséany jedinou vstupni proménnou (jsou 1-rozmérné).
> Najdéte parametry wy, wy linedrnitho modelu y = wy + wy x,
mate-li trénovaci (multi-)mnozinu 7 = {(x(), y()}N .

Kolik pfimek Ize prolozit N linearné nezavislymi trénovacimi priklady?
» N =1 (1 rovnice, 2 parametry) = oo linedrnich funkci z nulovou chybou
» N =2 (2 rovnice, 2 parametry) = 1 linedrni funkce s nulovou chybou
» N >3 (> 2 rovnice, parametry) = zadna linedrni funkce s nulovou chybou

= ale Ize prolozit primku, kterd minimizuje velikost chyb y — y:

w* = (wy,w;) = argmin Remp(wo, w1) = argmin J(wo, wq, 7).
Wwo, w1 wo,W1
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Metoda nejmensich Ctverci

Zvolte takové parametry w, které minimalizuji stfedni kvadratickou chybu (mean squared error,

MSE)

1L/ 2
Juse(W) = = Z (Y(’) _ y(’)>

Existuje analytické feseni?

Notes

(=, 4)

1y —

(@®,y®)

(w1
(20,510

[y =y
(D), 1)
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Metoda nejmensich Ctverci

Zvolte takové parametry w, které minimalizuji stfedni kvadratickou chybu (mean squared error,
MSE)

(=, 4)

!

1L/ 2
Jmse( ):Nz<y(l)_y(l)>

y® — 52

(@®,y®)

w1

1 N . 2
= 3 <y(i) _ 5.,?,()?('))) . (=D, 5

ly® -y W]
(D), 1)

Existuje analytické feseni? Explicitni Fesent:

YLD -0 -7) sy

kovariance X a Y
w1 =

= wo =y — wiX
rozptyl X 0=y !

() —x)2
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Univerzalni metoda: minimalizace kriterialni funkce J

»Povrch” funkce J v prostoru parametrii wy and wy (pro data nize):

0.0
o 20 30 60 80 100

w,

Postupné se zlep3ujici linearni modely nalezené iteraéni opt. metodou (BFGS):

Notes

14 /52

Obrazky dole zleva doprava odpovidaji bodéim na lomené kfivce vyse.



Algoritmus nejstrméjsiho sestupu (gradient descent)

Pro danou funkci J(wp, w1), kterou chceme minimalizovat,
» zacni s libovolnymi hodnotami wy a wy a
» modifikuj je tak, aby se J(wp, wi1) zmensilo, tj.
» aktualizuj hodnoty wy a wy posunem v opacném sméru, nez ukazuje gradient:

W W — OJVJ(W(), Wl), t].

W < W — J(wy, wy),

1

kde se vsechny w; aktualizuji souCasné a « je tzv. rychlost uéeni (learning rate, step
size).
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Gradientni sestup pro minimalizaci MSE

Pro ztratovou funkci

1 N . . 2 1 N i . 2
J(wo, wy) = N Z (y(l) - 5W(X('))) =N ()/(') — (wo + W1X('))) ;
i=1 i=1

lze gradient spocitat jako
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Mnoharozmérna linearni regrese
» 30) = (xl(i), .. 7xg))T, tj. priklady jsou popsany vice nez jednou vstupni proménnou (jsou
D-rozmérné).

T

> Najdéte parametry w = (wp,...,wp)' linedrntho modelu y = w'%
pro danou trénovaci (multi-)mnozinu 7 = {(¥), y(M)}N |
Trénovani: chtéli bychom, ' Modelem je nadrovina (hyperplane)
aby pro kazde (i): y() = w Tz, v (D + 1)-rozmérném prostoru.

Nebo maticové: Y = w ' X
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Mnoharozmérna linearni regrese
» 30) = (xl(i), .. 7xg))T, tj. priklady jsou popsany vice nez jednou vstupni proménnou (jsou
D-rozmérné).

> Najdéte parametry w = (wp,...,wp)' linearniho modelu ¥ = w' X

pro danou trénovaci (multi-)mnozinu 7 = {()?'(i),y(i))}fvzl.

Trénovani: chtéli bychom, Modelem je nadrovina (hyperplane)
aby pro kazdé (i): y) = w3, v (D + 1)-rozmérném prostoru.
Nebo maticové: Y = w ' X
Jaké jsou rozméry X7
A (D+1)x(D+1) =
B (D+1)xN
C Nx(D+1)
D NxN
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Mnoharozmérna linearni regrese: uceni

1. Numerickd optimalizace kritéria J(w, T):
» Funguje stejné jako u jednoduché regrese, jen prohledava prostor s vice dimenzemi.
» Neékdy je tfeba pro spravnou funkci optimalizacniho algoritmu dobre naladit jeho parametry
(rychlost uceni gradientniho sestupu, apod.).
» Maze trvat dlouho (hodné iteraci), ale je pouzitelnd i pro velkd D.

18 /52

Notes
D mauze byt hodné velké! Viz. mnozstvi pixeld v obrazcich! My, lidé, jsme zvykli na nizké dimenze - svét je 3D.
Stroj nakladaji s pfipady D <=3 a D > 3 v principu stejné.
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1. Numerickd optimalizace kritéria J(w, T):
» Funguje stejné jako u jednoduché regrese, jen prohledava prostor s vice dimenzemi.
» Neékdy je tfeba pro spravnou funkci optimalizacniho algoritmu dobre naladit jeho parametry
(rychlost uceni gradientniho sestupu, apod.).
» Maze trvat dlouho (hodné iteraci), ale je pouzitelnd i pro velkd D.

2. Explicitni feseni (Normalni rovnice):

w* = (XXT)7Ixy "

» Metoda pro nalezeni optimalnich w™ analyticky!
> Neni treba volit parametry optimalizacniho algoritmu. Zadné iterace.
> Je teba spocitat (XX ')~1; Casova slozitost O((D + 1)). Pro velké D nepraktické.
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Notes
D mauze byt hodné velké! Viz. mnozstvi pixeld v obrazcich! My, lidé, jsme zvykli na nizké dimenze - svét je 3D.
Stroj nakladaji s pfipady D <=3 a D > 3 v principu stejné.
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Linearni klasifikace
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Klasifikace

Binarni klasifikace

Diskriminaéni funkce

Klasifikace jako regresni problém (linearni a logisticka regrese)
Jaka ztratova funkce je vhodna?

Etalonovy klasifikator (nejblizsi soused a linearni klasifikator)

vVvyVvyVvyYyvyy

Pravdivost a preciznost (Accuracy vs precision)
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Kviz: Dalezitost trénovacich priklad

Intuitivné, které z trénovacich prikladt by mély mit nejvétsi vliv na rozhodnuti, zda novy, dosud
neznamy priklad ma byt erveny nebo modry?

A Ty, které jsou nejbliz prikladiim opaéné barvy.
B Ty, které jsou nejdal od prikladd opacné barvy.
C Ty, které jsou uprostfed prikladt stejné barvy.
D Zadné. Vsechny priklady jsou stejné dilezité.
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Uloha binarni klasifikace

M&jme trénovaci datovou mnozinu 7 = {(¥1), y(M) ... (xM), y(M).
» kazdy priklad popsan vektorem X = (x1,...,xp),
» oznacen skute¢nou tfidou y € {+1, —1}.
Cil:
> Najdéte klasifikator (rozhodovaci strategii/pravidlo) 4,
ktery minimalizuje empirické riziko Remp(0).
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Diskriminac¢ni funkce

Diskriminaéni funkce f(X):
» Kazdému pozorovani X pfifazuje realné Cislo. Mize
byt linearni, ale nemusi.
» Pro 2 tfidy staci jedina diskriminaéni funkce.

» Pouziva se k vytvoreni rozhodovaci strategie (ktera
pfifazuje tfidu kazdému pozorovani):

[ +1 iff f(X)>0,a
y_é(x)_{—l iff (%) <0,

f(x)

23 /52

Notes

U linearniho klasifikatoru vyzadujeme linearni rozhodovaci hranice, nikoli jeho diskriminacni funkci!



Diskriminac¢ni funkce

Diskriminaéni funkce f(X):

» Kazdému pozorovani X pfifazuje realné Cislo. Mize
byt linearni, ale nemusi.

» Pro 2 tfidy staci jedina diskriminaéni funkce. \/
-0.5
» Pouziva se k vytvoreni rozhodovaci strategie (ktera

pfifazuje tfidu kazdému pozorovani):

f(x)

[ +1 iff f(X)>0,a
y_é(x)_{—l iff (%) <0,

tj. 7 = 8(X) = sign (f(X)).

» Rozhodovaci hranice: {X|f(x) =0}
» Linearni klasifikace: rozhodovaci hranice musi byt linearni.
» Uceni pak odpovida hledani vhodné funkce f (nebo jejich parametri).
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Priklad: Klasifikace Muz/Zena na zakladé vysky
Trénovaci datova sada 7 = {(x(), s}V x() € x, s() € S = {F, M}

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Vyska x() 115 125 130 140 150 155 165 170 175 180 185 190
Pohlavi s(7) F F F F F F F M M M M M

Pohlavi y() (+1/-1) -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 41 41 41 +1 +1

o1r Female/Male classification

0.08 -

0.06 [

0.04 -

0.02 [

or O OO0 O OO0 Oxxxxx

0.02 . . . . . . . .
60 80 100 120 140 160 180 200 220
2 = height [cm] 24 /52

Notes

Run onedim_linclass_learning



Priklad: Klasifikace Muz/Zena na zakladé vysky
Trénovaci datova sada 7 = {(x(), s}V x() € x, s() € S = {F, M}

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Vyska x() 115 125 130 140 150 155 165 170 175 180 185 190
Pohlavi s(7) F F F F F F F M M M M M

Pohlavi y() (+1/-1) -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 41 41 41 +1 +1

o1r Female/Male classification . L, e . Q
' Nové pozorovani ke klasifikaci: x¥ = 163

0.08 -
Do jake tridy patfi xQ7? 5(xQ) =7
0.06
0.04 +

0.02 [

or O OO0 O OO0 Oxxxxx

0.02 . . . . . . . .
60 80 100 120 140 160 180 200 220
2 = height [cm] 24 /52

Notes

Run onedim_linclass_learning



Priklad: Linearni diskr. funkce nalezend metodou nejmensich Gtverci

Female/Male classification, linear classifiers

150

O Female
x Male

f(z) = wiz + wy

05

-05 -

X X X x »

60

80

100 120 140 160 180 200
x = height [cm]

220
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Priklad: Odpovidajici rozhodovaci strategie

Female/Male classification, linear classifiers

2 T T I 1
O Female
151 x Male

f(z) =wiz + wp

Hl—=d(x) = sign(f(x)) ———
0.5~

-05 -

2 | | | | | | |

60 80 100 120 140 160 180 200
x = height [cm]

220

26 / 52
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Uceni linedrniho klasifikatoru: naivni pristup

1r

o ©
° ° e ®
e o °
Y [ ]
05?
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°
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-1 -0.5

Méjme datovou sadu vstupnich vektort %) 4 prislusné tridy s().

Notes

27 /52




Uceni linedrniho klasifikatoru: naivni pristup

1 0ep OO
e Pate % o oy
o %o o® S0 Y g
0 %

Vyjadfeme tfidy hodnotami proménné y, tj. y() = —1 nebo y() = 1.
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Uceni linedrniho klasifikatoru: naivni pristup

Prolozme témito daty linearni diskr. funkci minimalizujici MSE jako pfi regresi.

Vrstevnice y =0 ...
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Uceni linedrniho klasifikatoru: naivni pristup
1

0.5

-1 -0.5 0 0.5 1

... pak tvofi linearni rozhodovaci hranici v ptivodnim 2D prostoru.
Ale je takovy klasifikator obecné dobry?
27 /52

Notes




Lze udélat néco lepsiho, nez prokladat linearni funkci?

28 /52

Notes




Prokladani vhodnéjsi funkce: Logisticka regrese

1r

P
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°
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Méjme datovou sadu vstupnich vektort %) 4 prislusné tridy s().

Notes
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Prokladani vhodnéjsi funkce: Logisticka regrese

15
! + o W0
0’0’.0.'.’0’ & ..,..;o’o
. 40030 ¢ e . .
05 Lee 34
. e
B + +
+
0
-0.5 ..0 +
‘ "t . .” F M
1 + F . Pt . T e .
0
— fﬁiiiiT— N\
) 1
w4 -0.5 0 05

Vyjadfeme tfidy hodnotami proménné y, tj. y() =0 nebo y() = 1.
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Prokladani vhodnéjsi funkce: Logisticka regrese

Prolozme témito daty sigmoidalni diskr. funkci minimalizujici MSE jako pfi regresi.

Vrstevnice y = 0.5 ...

29 /52

Notes




Prokladani vhodnéjsi funkce: Logisticka regrese
1

0.5

-1 -0.5 0 0.5 1

... pak tvofi linedrni rozhodovaci hranici v pavodnim 2D prostoru.
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Notes




Model logistické regrese

Logisticka regrese pouziva diskriminaéni funkci, ktera je nelinearni transformaci hodnot
linearni funkce

1
N =T
fw(x) - g(W X) - 1+ e—VT/T)?7
1
kde g(z) = 11e je sigmoidalni funkce (téz sigmoida nebo logistickd funkce).

30/52
Notes

Try to draw the course of the function by hand.



Model logistické regrese

Logisticka regrese pouziva diskriminaéni funkci, ktera je nelinearni transformaci hodnot
linearni funkce

1
o ST o
fa(X) = g(w X) = m7

1
kde g(z) = 11e je sigmoidalni funkce (téz sigmoida nebo logistickd funkce).

Interpretace modelu:
> f;(X) se Casto interpretuje jako odhad pravdépodobnosti, Ze X patfi do tFidy 1.

Rozhodovaci hranice je definovéana jako vrstevnice {X : f;(X) = 0.5}.

Diskriminacni funkce f;(X) samotna neni linearni; ale rozhodovaci hranice je stéle linearni!

>
> Logisticka regrese je klasifikacni model!
>
>

Diky sigmoidalni transformaci logisticka regrese témér neni ovlivnéna priklady, které lezi

daleko od rozhodovaci hranice!

Notes

30/52

Try to draw the course of the function by hand.



Sigmoida prolozend metodou nejmensich ctverci

15

Sigmoid fit to the data
I

o Female
% Male

f(w):m

0.5

O
O
O
O
O

O
Q

80 100 120 140 160 180
z = height [cm]

200

220
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Notes



Prolozeni linearni funkci

vs prolozeni sigmoidou

Comparing Linear LSQ with Sigmoid LSQ
I

2

I I
o Female
x Male
LS f(x) = wiz + wp ]
—d(z) = sign(f(z))
i fe) =2 () - 1
—6(x) = sign(fi(z))
05— —
0= ]
.05 .} ]
-1 < S—<C 12 S—C < —
15— —
2 | | | | | | |
60 80 100 120 140 160 180 200 220
2 = height [cm]|
32/52
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Jaka ztratova funkce £ je vhodna?

Model logistické regrese Ize natrénovat minimalizaci stfedni kv. chyby Jyse:

» nekonvexni, multimodalni funkce, kterou neni snadné optimalizovat.

—log(9)

—log(1 —7)
35
3
25
=
2 2
7
15
1
0.5
0 05 1
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Jaka ztratova funkce £ je vhodna?

Model logistické regrese Ize natrénovat minimalizaci stfedni kv. chyby Jyse:

» nekonvexni, multimodalni funkce, kterou neni snadné optimalizovat.

Logisticka regrese pouziva tzv. kfizovou entropii (cross-entropy) : B
N
1 . .
. T) = 5 31D, £3(37)), kde
i=1 8
oy —log(y) ify=1 3%

coz se da prepsat do jediného vyrazu jako

Uy,y) =~y log(y)—(1—y)-log(l—7y).
> Snaze se optimalizuje pomoci numerickych solveri.

33/52
Notes




Stredni kv. chyba vs. kfizova entropie

Various loss functions Sigmoid fit to the data
T T T 1.5 T T T T
o Female
x Male
H _ 1 s
1 f(iL‘) - 1+Ef(w11+u\,; * * % x
—{(x) by cross-entropy loss
05 4

0 c—eC—C—CC0O0 @ *
05 I I I I I I I
60 80 100 120 140 160 180 200 220

0 02 0.4 06 0.8 1
9

Sigmoidalni f(x) interpretujeme jako P(s = Male | x): pfimé u€eni diskriminativniho modelu
V porovnani s MSE kfizova entropie silné penalizuje velké chyby!

2 = height [cm)]
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Alternativni napad: etalony

Reprezentujme kazdou tfidu jedinym prikladem, tzv. etalonem ! (Nebo nékolika etalony.)

Female/Male classification

O Fomale er = ave({x'" : s\ = F}) = 140
O % Male ey = ave({x(’) - s() = M}) =180
06| Bl Female-etalon
O Male-etalon
04}
02}
or O OO0 O 00 OxxEdxx
02}
04t
06
08}
0 o 100 120 140 160 180 200

height [cm]
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Based on etalons: d® = M



Alternativni napad: etalony

Reprezentujme kazdou tfidu jedinym prikladem, tzv. etalonem ! (Nebo nékolika etalony.)

Female/Male classification

r er = ave({x() : s() = F}) = 140
08f 9 vl em = ave({x() : s() = M}) = 180
06| B Female-etalon

O Male-etalon

o04r x? =163
02r Na zakladg etaloni: d@ = §(xQ) = ?

of 0 00 O 00 OxfEhkx A do—F
-0.2 B dQ _ M
0.4
o5k C Obé tfidy stejné pravdépodobné
08 D Neumim rozhodnout

-160 8‘0 160 léO 14‘10 lf;O léO 2(;0

height [cm]
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Based on etalons: d® = M



Alternativni napad: etalony

Reprezentujme kazdou tfidu jedinym prikladem, tzv. etalonem ! (Nebo nékolika etalony.)

Female/Male classification

il O Femal er = ave({x(i) - s() = F}) =140
%81 % Male em = ave({x() : s() = M}) = 180
06| El Female-etalon

O Male-etalon
o4r xQ =163
ozf Na zakladé etaloni: d9 = §(xQ) = ?

or O OO0 O 00 O xfix
02| Klasifikuj jako d9 = argmin, g dist(x?, es)
-0.4
06 Jakého typu je funkce dist(x?, e5)?

-0.8
-160 8‘0 160 léO 14‘10 lf;O léO 2(;0

height [cm]
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Based on etalons: d® = M



Etalonovy klasifikator je linearni klasifikator!

Pokud dist(x, e) = (x — e)?, pak

argmindist(x, e5) = argmin(x — &) = argmin(_ x? —2esx + €2) =
ses seS ses M
konst.
_ : 2y _ 1o
= argmin(—2esx + eZ) = argmax(esx — —eZ)
ses ses 2"
linearni v x

36 /52
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Etalonovy klasifikator je linearni klasifikator!
Pokud dist(x, e) = (x — e)?, pak

argmindist(x, e5) = argmin(x — &) = argmin(_ x? —2esx + €2) =

ses seS ses
konst.
_ : 2y _ 1o
= argmin(—2esx + eZ) = argmax(esx — —eZ)
ses ses 2"
linearni v x

Klasifikace do vice tfid: kazda tfida s ma linearni diskriminaéni funkci f;(x) = asx + bs a

d(x) = argmax fs(x)
se$
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Etalonovy klasifikator je linearni klasifikator!

Pokud dist(x, e) = (x — e)?, pak

argmindist(x, e5) = argmin(x — &) = argmin(_ x? —2esx + €2) =

ses seS ses
konst.
_ : 2y _ 1o
= argmin(—2esx + eZ) = argmax(esx — —eZ)
ses ses 2"
linearni v x

Klasifikace do vice tfid: kazda tfida s ma linearni diskriminaéni funkci f;(x) = asx + bs a

d(x) = argmax fs(x)
se$

Binarni klasifikace: staci jedina linearni diskriminaéni funkce g(x) a

_ J st pokud g(x) >0,
o) = { s, pokud g(x) < 0.
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Priklad: F/M — Linearni diskriminacni funkce zalozené na etalonech

x10* Female/Male classification

Diskriminacni funkce pro 2 tridy:

O Female
®  Male
151 A Female-etalon / fF(X) = arx + b =
B Male-etalon 1
1 | |[===Female-discr-func — epx — 76,2_- — 140x — 9800
Male-discr-func 2

f/\/l(X) = apx + by =

value of discriminant functions

05+
1 2
— eyx — €2, = 180x — 16200
of O 00 [ 00 Ox i x M=o M
055
-160 E;O 1(;0 léO 14‘10 lE;O 16‘30 2(;0

height [cm]
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Priklad: F/M — Linearni diskriminacni funkce zalozené na etalonech

104 Female/Male classification . L. o . -
i Diskriminacni funkce pro 2 tridy:

O Female
®  Male
151 [ Female-etalon / fF(X) =apx + br =
B Male-etalon 1
1 | |[===Female-discr-func — eFx — *6,2: — 140x — 9800
Male-discr-func 2

Etalon-sep-func fM(X) = apx + bM —

value of discriminant functions

051
1 2
o o 05 x = emx — jey = 180x — 16200
oo Jedina diskr. funkce oddélujici obé tridy:
) &0 10 120 140 10 180 200 g(x) =fr(x) — fu(x) =

height [cm]

= —40x + 6400
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Priklad: F/M — Umime najit lepsi etalony?

value of discriminant functions

-0.5

25

x 10*

7

151

O Female

®  Male

B Female-etalon

n Male-etalon

=== Female-discr-func
Male-discr-func
Etalon-sep-func
== Perceptron-sep-func

Female/Male classification

60

80 100 120 140
height [cm]

160

180

200

Notes

Linearni klasifikatory zalozené na primér-
nych etalonech délaji chyby.

Perceptronovy algoritmus (nap¥.) umi najit
bezchybny klasifikator (pokud existuje).
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Primé uceni
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Etalony ve vicerozmérnych prostorech

Pentagon data

150
i
*
x))()((); x % I*:: **E;
05f XX Xy
*x x O O %*#*;
0O g
<N 0 A (o) .
A 6)(9
faid
-05 A
RRo8
s
35 S Z05 o 05 1

Z dat T = {(x\,s())}, extrahuj jeden etalon & pro kazdou tidu s € S.

15p

0.5r

minimum distance from etalons

-15
-15

Notes

-1

-0.5 0 05 1
xl

15
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Etalony ve vicerozmérnych prostorech (pokr.)

Extrahuj etalon pro kazdou tfidu s: s minimum distance from etalons

& = ave({x\) : s() = 5})

0.5r

-0.5¢+
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Notes




Etalony ve vicerozmérnych prostorech (pokr.)

Extrahuj etalon pro kazdou tfidu s:
& = ave({x\) : s() = 5})
Rozhodovaci strategie

§(X) = argmin||X — &||?
ses

minimum distance from etalons

15p

0.5r

-0.5+
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Etalony ve vicerozmérnych prostorech (pokr.)

Extrahuj etalon pro kazdou tfidu s: s minimum distance from etalons

& = ave({x\) : s() = 5})

Rozhodovaci strategie

. . 0.5}
d(X) = argmin||X — &]|
ses

Odpovidajici rozhodovaci hranice pali vzdale-

nosti mezi dvojicemi etalond. ol

41 /52
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Rozpoznavani Cislic — etalony zalozené na priiméru

etalon for 0 etalon for 1 etalon for 2 etalon for 3 etalon for 4 etalon for 5 etalon for 6 etalon for 7 etalon for 8 etalon for 9

0923456789

Obrazky z [7].

42 /52
Notes

Pamatujte, pouziti priiméru pro konstrukci etalonu je jen heuristika. V obecném pfipadé takovy model neminima-

lizuje Zadnou ztratovou funkci.



Obsah

Vstfic obecnym klasifikatoram
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Notes




Bayesovska klasifikace vs diskriminacni funkce

Rozhodnuti zalozené na diskriminaéni funkci:

150

Pentagon data

d(X) = argmax f(x,s) I
seS !
xxx X
Rozhodnuti zaloZzené na posteriorni psti: osl ’:‘;‘ X Xy
X x O (o) %
P(X | s)P(s) o 8
J(X) = argmax P(s|X) = argmax —— 45— oS
seS seS P(X) AﬁAAAAg &S ..
KRR
Am
Pokud zvolime
1t
f(X,s) = P(X | s)P(s),
. L. 35 -1 05 0 05 1 15
obé metody splyvaji. X,
44 /52
Notes
Normal distribution for general dimensionality D:
. 1 1 1., 1,5 -
N(X|i, x) = W [£[i/2 eXP{*E(X - ﬂ)T): YR - i)}
Discriminant function:
s* = argmax £(%, s) = argmax P(s)N (R, £) = —— — —+ _exp{— S (3 — i) £} (% — ji)}
el e HE T e TP '

How about learning f (X, s) directly without explicit modeling of underlying probabilities?

What about f(X,s) = W, X + wso



Etalonovy klasifikator: generalizace do vyssich dimenzi

§(X) = argmin ||X — &[> = argmin(X' X — 28] X + &l &) =

ses seS
1

= argmln(x X—2 (EST)?— *(é’sTgs))) =
ses 2

= argmax(W, X + wsp) = argmax gs(X).
se$s se€S

Linearni funkce (plus abs. ¢len)

—

=T = = ST =
gs(X) =ws X+ wsp, kde ws=26s a wgp= —Ees &s.

45 /52

Notes
The result is a linear discriminant function — hence etalon classifier is a linear classifier.
We classify into the class with highest value of the discriminant function.
ws is a generalized etalon. How do we find it? Such that it is better than just the mean of the class members in
the training set.



U&eni a rozhodovani

Faze uceni : ureni modulu/funkce/parametrii na zakladé dat.

Faze rozhodovani : rozhodnuti o neznamém pozorovani x.

Co se ucit?
» Generativni model : Naucit se P(X,s). Rozhodovat podle argmax, P(s|x).
» Discriminativni model : Naucit se pfimo P(s|X) a rozhodovat dle néj.

» Diskriminaéni funkce : Naudit se f5(X) a rozhodovat podle argmax, f;(X).

46 / 52
Notes

Generative models because by sampling from them it is possible to generate synthetic data points X.
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PFesnost, pravdivost a preciznost
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Notes



Accuracy vs precision

(b)

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Precision _versus _accuracy.svg 4852

Notes

Accuracy: how close (is your model) to the truth. Precision: how consistent/stable your model is.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Precision_versus_accuracy.svg

Presnost, pravdivost, preciznost

Reference value

Probability Accuracy
density

«— \Value
Precision

» Pravdivost (dfive spravnost) : blizkost priiméru ke spravné hodnoté (systematicka chyba,

zkresleni)
» Preciznost (dfive shodnost) : tésnost shody mezi vysledky méfeni (rozptyl,
opakovatelnost, reprodukovatelnost)

» Presnost : zahrnuje pravdivost i preciznost

https://cs.wikipedia.org/wiki/P%C5%99esnost _a_ preciznost
https://www.technicke-normy-csn.cz/csn-iso-5725-1-010251-158147 .htm|
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Notes

In German:
e Accuracy: Richtigkeit
e Precision: Prazision
e Both together: Genauigkeit

In Czech:
e Accuracy: Pravdivost (dFive také spravnost).
e Precision: Preciznost (dfive také shodnost).
e Both together: Presnost.

Think about terms bias and error. |

) Dichte

Mangel an /

Richtigkeit

Man

an Prazision

richtiger WerE
 Wert


https://cs.wikipedia.org/wiki/P%C5%99esnost_a_preciznost
https://www.technicke-normy-csn.cz/csn-iso-5725-1-010251-158147.html
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Literatura |

Dalsi ¢teni: Kapitola 18 z [6], nebo kapitola 4 z [1], nebo kapitola 5 z [2]. Mnoho obrazki
vytvoreno pomoci [3]. Miizete si také spustit demo funkce z [7].
Jak lidé rozhoduji a predpovidaji za nejistoty, [4] (in Czech [5])
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