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Uceni s ucitelem (supervised learning)

Mame k dispozici trénovaci multi-mnozinu priklad@. Spravné ,,odpovédi® (skryté stavy, tridy,
hodnoty, které chceme odhadovat) jsou zndmé pro viechny trénovaci priklady.
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Klasifikace :
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hodnoty, které chceme odhadovat) jsou zndmé pro viechny trénovaci priklady.

Klasifikace :

» Zavisla proménna je nominalni

» Priklady: predikce spamu/hamu na zikladé obsahu emailu, predikce 0/1/.../9 na zakladé
obrazu ¢&isla, atd.

Regrese :

> Zavisla proménna je kvantitativni/spojita

» Priklady: predikce teploty v Praze na zakladé casu a data, predikce vysky osoby na zakladé
hmotnosti a pohlavi, atd.
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Uceni: minimalizace empirického rizika

> Méjme mnoZzinu parametrizovanych strategii §: X' — D a ztratovou funkci £: S x D — R.
Kvalitu kazdé strategie 0 popisuje riziko

=3 P(x,8)l(s,5(x)),

SES xeX

ale P nezname.
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Uceni: minimalizace empirického rizika

> Méjme mnoZzinu parametrizovanych strategii §: X' — D a ztratovou funkci £: S x D — R.
Kvalitu kazdé strategie 0 popisuje riziko

=3 P(x,8)l(s,5(x)),

SES xeX

ale P nezname.
» Pouzivame proto tzv. empirické riziko , tj. primérnou ztratu na trénovaci (multi)mnoziné
T={(xD, sV  xecXx scS:

1 i i
Rerp(0) = m § : 0(s, 5(xMY).
(x(),syeT

» Optimalni strategie 6" = argming Remp(0).
> Predpokladame, ze data T pochazeji z rozdéleni P(x, s).
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Kviz: Prolozeni bodi primkou

Chceme primkou ve tvaru ¥y = wy + wyx prolozit nasledujici data:

4

Nejlépe bude datiim odpovidat pfimka s parametry
A WOZ—]., W1:—2

B Woz—%, wi =1
Cowo=3 w =}

D W0:2, wip =

W
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Linearni regrese: ilustrace

Méjme datovou sadu vstupnich vektori %) a prislusné hodnoty vystupni proménné y ().
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Linearni regrese: ilustrace

Pro tuto datovou sadu bychom chtéli nalézt linearni model, ...
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Linearni regrese: ilustrace

. ktery minimalizuje odchylky odhadd od spravnych hodnot.
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Regrese

Lineérni algebra preformulovana do jazyka strojového uceni.

Regresni tloha je tloha uZeni s ucitelem, tj.

> mame trénovaci (multi-)mnozinu 7 = {(xM, M) ... (¥, y(M)} | kde

» hodnoty y() jsou kvantitativni, Easto spojité (narozdil od klasifikagnich dloh, kde jsou y(/)
nominalni).

» Cilem je vytvofit model vztahu mezi nezavislymi proménnymi (vstupy) X = (x1,...,xp) a

zavislou proménnou (vystupem) y.
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Linedrni regrese

Linearni regrese pouziva regresni model, ktery predpoklada (a uci se) linearni zavislosti mezi
vstupy a vystupem:

y=0X)=wy+wixy+...+wpxp = wy + (W,X) = wy + W X,
kde
> y je predikce modelu (odhad skuteéné hodnoty y),
> §(X) je rozhodovaci strategie (v tomto pfipadé linearni model),
> wp,...,wp jsou koeficienty linearni funkce (vahy), wy je absolutni ¢len (bias),
> (w,X) je skalarni soucin vektori w a X (dot product),
| 2

ktery |ze také spocitat jako maticovy soudin w ' X, pokud jsou w a X sloupcové vektory, tj.
matice velikosti [D x 1].
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Poznamky k notaci
Homogenni soufadnice :

» Pokud pfidame “1” jako prvni prvek do vsech vektorii X tak, ze X = (1,x1,...,xp), a
» pokud zahrneme absolutni ¢len wy do vektoru w tak, ze w = (wp, wi, ..., wp), pak
Yy=06X)=wo-14+wixi+...+wpxp = (W,X) = w'X.
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Poznamky k notaci
Homogenni soufadnice :
» Pokud pfidame “1” jako prvni prvek do vsech vektorii X tak, ze X = (1,x1,...,xp), a

» pokud zahrneme absolutni ¢len wy do vektoru w tak, ze w = (wp, wi, ..., wp), pak

)’7:5(?):W0-1+W1x1+...+WDxD:<v_17,>_<’>:V_VTF(’.

Maticova notace Pokud uspordadame data 7 do matic X a Y tak, Ze
1 ... 1
_ —(,® (N)
X <)_<,(1) )—(»(N)) a Y ()/ N 4 ),

pak mazeme zapsat davkovy vypocet predikci pro viechna pozorovani v X jako
¥ = (5(2(1)), - ,5(2(’“)) - (fﬂz(l), o VT/T;(*(’W) — WX
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Dvé pracovni faze ML modeld

Kazdy ML model ma dvé pracovni faze:

1. u€eni (trénovani) strategie ¢ a
2. pouziti strategie J (testovani, tvorba predikci).
| Testing data |—>(Model)—>| Prediction |
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Aplikace modelu (Inference): Zname-li w, mizeme ménit X, a zjistovat tak odhady:

(%, ) = 04(%).

Oq

y=

11/52



Dvé pracovni faze ML modeld

Kazdy ML model ma dvé pracovni faze:

1. u€eni (trénovani) strategie ¢ a
2. pouziti strategie J (testovani, tvorba predikci).
| Testing data |—>(Model)—>| Prediction |

Na strategii d lze nahlizet jako na funkci 2 proménnych: §(X, w).

—

Aplikace modelu (Inference): Zname-li w, mizeme ménit X, a zjistovat tak odhady:

(%.%) = 6 (9.

Oq

y=

U€eni modelu: Zname-li 7, mizeme ladit parametry w tak, aby model odpovidal datiim:

w”* = argmin Remp(d) = argmin J(w, T),
w w
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Kazdy ML model ma dvé pracovni faze:

1. u€eni (trénovani) strategie ¢ a
2. pouziti strategie J (testovani, tvorba predikci).
| Testing data |—>(Model)—>| Prediction |

Na strategii d lze nahlizet jako na funkci 2 proménnych: §(X, w).

—

Aplikace modelu (Inference): Zname-li w, mizeme ménit X, a zjistovat tak odhady:

(%.%) = 6 (9.

Oq

y=

U€eni modelu: Zname-li 7, mizeme ladit parametry w tak, aby model odpovidal datiim:

w”* = argmin Remp(d) = argmin J(w, T),
w w

kde obvykle J(w,T) = = Uy, (X, w)). Jak model nauéit?

|7‘|(?y)€7’
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Priklad: Jednoduché (jednorozmérna) linearni regrese

Jednoducha regrese

> 30 = x(), tj. priklady jsou popséany jedinou vstupni proménnou (jsou 1-rozmérné).
> Najdéte parametry wg, wy linedrnitho modelu § = wy + wy x,
mate-li trénovaci (multi-)mnozinu 7 = {(x(), y()}N .
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Priklad: Jednoduché (jednorozmérna) linearni regrese

Jednoducha regrese

> 30 = x(), tj. priklady jsou popséany jedinou vstupni proménnou (jsou 1-rozmérné).
> Najdéte parametry wg, wy linedrnitho modelu § = wy + wy x,
mate-li trénovaci (multi-)mnozinu 7 = {(x(), y()}N .

Kolik pfimek Ize prolozit N linearné nezavislymi trénovacimi priklady?
» N =1 (1 rovnice, 2 parametry) = oo linedrnich funkci z nulovou chybou
» N =2 (2 rovnice, 2 parametry) = 1 linedrni funkce s nulovou chybou
» N >3 (> 2 rovnice, parametry) = zadna linedrni funkce s nulovou chybou

= ale Ize prolozit primku, kterd minimizuje velikost chyb y — y:

w* = (wy, wy) = argmin Remp(wo, wi) = argmin J(wo, wi, T).
Wwo, w1 wo,W1
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Metoda nejmensich ctverci

Zvolte takové parametry w, které minimalizuji stfedni kvadratickou chybu (mean squared error,

MSE)

1L/ 2
Juse(W) = N Z (Y(') - y(’)>
i=1
IS (0 s )
—N;(Y — 0w(X )) :

(2,4

y® — 52

(w1

(20,51

ly® — 3]
(@, yD)

(x(3),y3))

Existuje analytické feseni?
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Metoda nejmensich ctverci

Zvolte takové parametry w, které minimalizuji stfedni kvadratickou chybu (mean squared error,
MSE)

(22, y(2) 3,y Y =wo+wiz
1 . A\ 2 [y® — 5|
= —~ . y yU
Iuse(#) = Z <y(:) _ y(')> W@ 5 )
II:Vl 72 52 |y,
. N\ 2
i Z <y(l) _ 6W()—<»(l))) ) (=D, 70 1
N i=1 ly® =y
wo
(D), 1)
0 x
Existuje analytické feseni? Explicitni Fesent:
ZI{VZI(X(") - )y - 7) Sxy  kovariance X a Y _ -
wp = N - - = = Wo =Yy — wix
SV (x) — x)2 s2 rozptyl X
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Univerzalni metoda: minimalizace kriteridIni funkce J
~Povrch” funkce J v prostoru parametrii wy and wy (pro data nize):

III
'n" /Il E
'IIIIII I' 0.4

100 0.0

0.0

20 30 60 80 100
w,

Postupné se zlep3ujici linearni modely nalezené iteraéni opt. metodou (BFGS):

14 /52



Algoritmus nejstrméjsiho sestupu (gradient descent)

Pro danou funkci J(wp, wy), kterou chceme minimalizovat,
» zacni s libovolnymi hodnotami wy a wy a
» modifikuj je tak, aby se J(wp, wi1) zmensilo, tj.

» aktualizuj hodnoty wy a wy posunem v opacném sméru, nez ukazuje gradient:

W W — OJVJ(W(), W1)7 tJ.

W < W — J(wy, wy),

1

kde se vsechny w; aktualizuji souCasné a « je tzv. rychlost uéeni (learning rate, step
size).
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Gradientni sestup pro minimalizaci MSE

Pro ztratovou funkci

1 N . . 2 1 N : . 2
Jwo,wa) = £~ (10 = 0a(xD)) " = T3 (v = (w0 + wax)) "
i=1 i=1

lze gradient spocitat jako
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Mnoharozmérna linearni regrese
20 = (D)
D-rozmérné).

> Najdéte parametry w = (wp,...,wp)' linearniho modelu y = w' X
pro danou trénovaci (multi-)mnozinu 7 = {()?'(’),y(’))}fvzl.
Trénovani: chtéli bychom, ' Modelem je nadrovina (hyperplane)
aby pro kazde (i): y() = w "z, v (D + 1)-rozmérném prostoru.
Nebo maticové: Y = w X

D )T, tj. piiklady jsou popsany vice nez jednou vstupni proménnou (jsou
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Mnoharozmérna linearni regrese

» 30) = (xl('), .. 7xg))T, tj. priklady jsou popséany vice nez jednou vstupni proménnou (jsou
D-rozmérné).
» Najdéte parametry w = (wp,...,wp)' linearniho modelu ¥ = w' X
pro danou trénovaci (multi-)mnozinu 7 = {()?'(i),y(i))}fvzl.
Trénovani: chtéli bychom, Modelem je nadrovina (hyperplane)
aby pro kazdé (i): y) = w3, v (D + 1)-rozmérném prostoru.

Nebo maticové: Y = w ' X

Jaké jsou rozméry X?
A (D+1)x(D+1) >
B (D+1)xN
C Nx(D+1)
D NxN
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Mnoharozmérna linearni regrese: uceni

1. Numerickd optimalizace kritéria J(w, T):
» Funguje stejné jako u jednoduché regrese, jen prohledava prostor s vice dimenzemi.
» Neékdy je tfeba pro spravnou funkci optimalizacniho algoritmu dobre naladit jeho parametry
(rychlost uceni gradientniho sestupu, apod.).
» Maze trvat dlouho (hodné iteraci), ale je pouzitelnd i pro velka D.
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Mnoharozmérna linearni regrese: uceni

1. Numerickd optimalizace kritéria J(w, T):
» Funguje stejné jako u jednoduché regrese, jen prohledava prostor s vice dimenzemi.
» Neékdy je tfeba pro spravnou funkci optimalizacniho algoritmu dobre naladit jeho parametry
(rychlost uceni gradientniho sestupu, apod.).
» Maze trvat dlouho (hodné iteraci), ale je pouzitelnd i pro velka D.

2. Explicitni feseni (Normalni rovnice):

w* = (XXT)7Ixy "

> Metoda pro nalezeni optimalnich w™ analyticky!
> Neni treba volit parametry optimalizacniho algoritmu. Zadné iterace.
> Je teba spocitat (XX ')~1; Casova slozitost O((D + 1)). Pro velké D nepraktické.
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Klasifikace

Binarni klasifikace

Diskriminaéni funkce

Klasifikace jako regresni problém (linearni a logisticka regrese)
Jaka ztratova funkce je vhodna?

Etalonovy klasifikator (nejblizsi soused a linearni klasifikator)

VVYyVvYVYVY

Pravdivost a preciznost (Accuracy vs precision)
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Kviz: Dalezitost trénovacich priklad

Intuitivné, které z trénovacich prikladt by mély mit nejvétsi vliv na rozhodnuti, zda novy, dosud
neznamy priklad ma byt erveny nebo modry?

A Ty, které jsou nejbliz prikladim opaéné barvy.
B Ty, které jsou nejdal od prikladi opacné barvy.
C Ty, které jsou uprostfed prikladt stejné barvy.
D Zadné. Vsechny priklady jsou stejné dilezité.
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Uloha binarni klasifikace

M&jme trénovaci datovou mnozinu 7 = {(¥1), y(1)) ... (M), ,(M).
» kazdy priklad popsan vektorem X = (x1,...,xp),
» oznacen skutecnou tfidou y € {+1,—1}.
Cil:
> Najdéte klasifikator (rozhodovaci strategii/pravidlo) d,
ktery minimalizuje empirické riziko Remp(0).
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Diskriminac¢ni funkce

Diskriminaéni funkce f(X):

» Kazdému pozorovani X pfifazuje realné Cislo. Mize
byt linearni, ale nemusi.

» Pro 2 tfidy staci jedina diskriminaéni funkce.

» Pouziva se k vytvoreni rozhodovaci strategie (ktera
pfifazuje tfidu kazdému pozorovani):

o [ +1 iff f(X)>0,a
y_é(x)_{—l iff (%) <0,

f(x)
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Diskriminac¢ni funkce

Diskriminaéni funkce f(X):

» Kazdému pozorovani X pfifazuje realné Cislo. Mize
byt linearni, ale nemusi.

» Pro 2 tfidy staci jedina diskriminaéni funkce. \/
-0.5
» Pouziva se k vytvoreni rozhodovaci strategie (ktera

pfifazuje tfidu kazdému pozorovani):

o [ +1 iff f(X)>0,a
y_é(x)_{—l iff (%) <0,

tj. 7 = 8(X) = sign (f(X)).

» Rozhodovaci hranice: {X|f(x) =0}
» Linearni klasifikace: rozhodovaci hranice musi byt linearni.
» Uceni pak odpovida hledani vhodné funkce f (nebo jejich parametri).
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Priklad: Klasifikace Muz/Zena na zakladé vysky
Trénovaci datova sada 7 = {(x(), s}V x() € x, s() € S = {F, M}

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Vyska x() 115 125 130 140 150 155 165 170 175 180 185 190
Pohlavi s()) F F F F F F F M M M M M

Pohlavi y() (+1/-1) -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 41 41 41 +1 +1

o1r Female/Male classification

0.08 -

0.06 [

0.04 -

0.02 [

or O OO0 O OO0 DOxxxxx

0.02 . . . . . . . .
60 80 100 120 140 160 180 200 220
2 = height [cm] 24 /52
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Trénovaci datova sada 7 = {(x(), s}V x() € x, s() € S = {F, M}

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Vyska x() 115 125 130 140 150 155 165 170 175 180 185 190
Pohlavi s()) F F F F F F F M M M M M

Pohlavi y() (+1/-1) -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 41 41 41 +1 +1

o1r Female/Male classification . L, o . Q
' \ 4 vani ITI I X™ =
Nové pozorovani ke klasifikac 163

0.08 -
Do jake tridy patfi xQ7? 5(xQ) =7
0.06
0.04

0.02 [

or O OO0 O OO0 DOxxxxx

0.02 . . . . . . . .
60 80 100 120 140 160 180 200 220
2 = height [cm] 24 /52




Priklad: Linearni diskr. funkce nalezend metodou nejmensich Gtverci

Female/Male classification, linear classifiers

150

O Female
x Male

f(z) =wiz + wp

-05 -

-1.5

X X X x »

60

80

100 120 140 160 180 200
2 = height [cm]

220
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Priklad: Odpovidajici rozhodovaci strategie

Female/Male classification, linear classifiers

150

O Female
x Male

f(z) =wiz + wp

| — () = sign(/(x))

-05 -

-1.5

60

80

100

120 140 160 180 200
2 = height [cm]

220
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Uceni linedrniho klasifikatoru: naivni pristup

1r
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T
o
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Méjme datovou sadu vstupnich vektort %) 4 prislusné tfidy s().
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Uceni linedrniho klasifikatoru: naivni pristup

1 (v I J
o Pate® o -
o %o «® [ XYY Y g
0 %

Vyjadfeme tfidy hodnotami proménné y, tj. y() = —1 nebo y() =1.
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~s

Uceni linedrniho klasifikatoru: naivni pristup

funkci minimalizujici MSE jako pfi regresi.

i diskr.
Vrstevnice y

Prolozme témito daty linearn

0...
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Uceni linedrniho klasifikatoru: naivni pristup
1

0.5

-1 -0.5 0 0.5 1

... pak tvofi linearni rozhodovaci hranici v ptivodnim 2D prostoru.
Ale je takovy klasifikator obecné dobry?
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Lze udélat néco lepsiho, nez prokladat linearni funkci?
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Prokladani vhodnéjsi funkce: Logisticka regrese

1r

0.5

T3
o

-0.5 1

Méjme datovou sadu vstupnich vektort %) 4 prislusné tfidy s().
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Prokladani vhodnéjsi funkce: Logisticka regrese

1.5
1 . vy
LS Y ., ® 'Y +
e N " M . d s & *,
+ +o 4t $ee M
05 ¥ ' e ¥
B b .
.
0
05 L
. .“t . 0’. ot .
1 A I * 4yt +*+ ¥ 0 .
0
- <
T -1 1 0.5 0 05

Vyjadfeme tfidy hodnotami proménné y, tj. y() = 0 nebo y() = 1.
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Prokladani vhodnéjsi funkce: Logisticka regrese

Prolozme témito daty sigmoidalni diskr. funkci minimalizujici MSE jako pfi regresi.

Vrstevnice y = 0.5 ...
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Prokladani vhodnéjsi funkce: Logisticka regrese
1

0.5

-1 -0.5 0 0.5 1

... pak tvofi linearni rozhodovaci hranici v pivodnim 2D prostoru.

29 /52



Model logistické regrese

Logisticka regrese pouziva diskriminaéni funkci, ktera je nelinearni transformaci hodnot
linearni funkce

1
o (¥) = g(W' %) = ————,
() = £(875%) = ———
1
kde g(z) = je sigmoidalni funkce (téz sigmoida nebo logistickd funkce).

C1l4e?
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Model logistické regrese

Logisticka regrese pouziva diskriminaéni funkci, ktera je nelinearni transformaci hodnot

linearni funkce )

o ST o
fw(X) = g(w X) = m7

kde g(z) = — Je sigmoidalni funkce (téz sigmoida nebo logisticka funkce).

1+e
Interpretace modelu:
> f;(X) se Casto interpretuje jako odhad pravdépodobnosti, ze X patfi do tfidy 1.

Rozhodovaci hranice je definovana jako vrstevnice {X : f5(X) = 0.5}.

Diskriminacni funkce f3(X) samotna neni linearni; ale rozhodovaci hranice je stéle linearni!

>
> Logisticka regrese je klasifikacni model!
>
>

Diky sigmoidalni transformaci logisticka regrese témér neni ovlivnéna priklady, které lezi

daleko od rozhodovaci hranice!
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Sigmoida prolozend metodou nejmensich ctverci

Sigmoid fit to the data
I

1.5 I T I
o Female
x Male
_ 1
1 U f(w) T 14e(wiztuwg) —
0.5 |
0 c c-C c c-C <} -
05 \ \ \ \ \ \ \
60 80 100 120 140 160 180 200
x = height [cm)]

220
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Prolozeni linearni funkci

vs prolozeni sigmoidou

Comparing Linear LSQ with Sigmoid LSQ
I

2 I I
o Female
= Male
150 f(x) = w1z + wy B
—d(z) = sign(f(z))
i fu@) = 2 (o) — 1
—d(z) = sign(fs(z))
05 -
= _
0.5 — J —
-1 = e—e = e—e e B
15 -
2 \ \ \ \ \ \ \
60 80 100 120 140 160 180 200

2 = height [cm]

220
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Jaka ztratova funkce £ je vhodna?

Model logistické regrese Ize natrénovat minimalizaci stfedni kv. chyby Jyse:

» nekonvexni, multimodalni funkce, kterou neni snadné optimalizovat.

—log(#)

—log(1 —3)
35
3
25
=
2 2
7
15
1
0.5
0 05 1
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Jaka ztratova funkce £ je vhodna?

Model logistické regrese Ize natrénovat minimalizaci stfedni kv. chyby Jyse:

» nekonvexni, multimodalni funkce, kterou neni snadné optimalizovat.

Logisticka regrese pouziva tzv. kfizovou entropii (cross-entropy) : B
N
1 . :
. T) = 5 31y, £3(37)), kde
i=1 8
oy —log(y) ify=1 3%

coz se da prepsat do jediného vyrazu jako

Uy,y) = —y -log(y)—(1 - y) - log(1 —¥).

> Snaze se optimalizuje pomoci numerickych solveri.
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Stredni kv. chyba vs. kfizova entropie

Various loss functions Sigmoid fit to the data
T T T 1.5 T T T T
o Female
x Male
H _ 1 s
1 f(iL‘) - 1+Ef(w11+w(,) * * % %
—{(x) by cross-entropy loss
05 4

0 c—CC—C—CC"0O0 @ *
05 I I I I I I I
60 80 100 120 140 160 180 200 220

0 02 0.4 06 0.8 1
9

Sigmoidalni f(x) interpretujeme jako P(s = Male | x): pfimé uCeni diskriminativniho modelu
V porovnani s MSE kfizova entropie silné penalizuje velké chyby!

2 = height [cm)]
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Alternativni napad: etalony

Reprezentujme kazdou tfidu jedinym prikladem, tzv. etalonem ! (Nebo nékolika etalony.)

Female/Male classification

r er = ave({x() : s() = F}) = 140
o8l o Female - (I) . (I) o M o 180
% Male ey = ave({x\") : s\ = M}) =
06| Bl Female-etalon
O Male-etalon
04f
02
of O 00 00 00 Oxxh x
02}
041
06
08}
a1 I I I I I I ]
60 80 100 120 140 160 180 200
height [cm]
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Alternativni napad: etalony

Reprezentujme kazdou tfidu jedinym prikladem, tzv. etalonem ! (Nebo nékolika etalony.)

Female/Male classification

A O Femal er = ave({x() : s() = F1) = 140
%811 % Male em = ave({x() : s() = M}) = 180
06| B Female-etalon

O Male-etalon

o4r x? =163
ozf Na zakladé etaloni: d9 = §(xQ) = ?

or O OO0 0 00 OxxfEhx A d?=F
B d9 = M
-0.4
06| C Obé tfidy stejné pravdépodobné
08 D Neumim rozhodnout

-160 5‘0 160 léO 14‘10 15;0 léO 2(;0

height [cm]
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Alternativni napad: etalony

Reprezentujme kazdou tfidu jedinym prikladem, tzv. etalonem ! (Nebo nékolika etalony.)

Female/Male classification

1 O Femal er = ave({x() : s() = F1) = 140
emaile - .
%81 % Male en = ave({x() : s() = M}) =180
06| El Female-etalon
O Male-etalon

04r xQ =163

o2f Na zakladé etalonii: d9 = §(xQ) = ?
o O OO0 O 00 O xfix
02| Klasifikuj jako d9 = argmin g dist(x©, es)
0.4
06 Jakého typu je funkce dist(x?, e5)?
-0.8

-160 8‘0 160 léO 14‘10 lf;O léO 2(;0

height [cm]

35 /52



Etalonovy klasifikator je linearni klasifikator!
Pokud dist(x, e) = (x — e)?, pak

argmin dist(x, e5) = argmin(x — es)? = argmin(_ x? —2esx + €2) =

ses seS ses
konst.
_ : 2y _ 1o
= argmin(—2esx + eZ) = argmax(esx — —eZ)
ses ses . 2"
linearni v x
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Etalonovy klasifikator je linearni klasifikator!
Pokud dist(x, e) = (x — e)?, pak

argmin dist(x, e5) = argmin(x — es)? = argmin(_ x? —2esx + €2) =

ses seS ses
konst.
_ : 2y _ 1o
= argmin(—2esx + eZ) = argmax(esx — —eZ)
ses ses . 2"
linearni v x

Klasifikace do vice tfid: kazda tfida s ma linearni diskriminaéni funkci f5(x) = asx + bs a

d(x) = argmax f5(x)
se$
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Etalonovy klasifikator je linearni klasifikator!

Pokud dist(x, e) = (x — e)?, pak

argmin dist(x, e5) = argmin(x — es)? = argmin(_ x? —2esx + €2) =
ses seS ses M
konst.
_ : 2y _ 1o
= argmin(—2esx + eZ) = argmax(esx — —eZ)
ses ses . 2"
linearni v x

Klasifikace do vice tfid: kazda tfida s ma linearni diskriminaéni funkci f5(x) = asx + bs a

d(x) = argmax f5(x)
se$

Binarni klasifikace: staci jedina linearni diskriminaéni funkce g(x) a

_ J s pokud g(x) >0,
o) = { s, pokud g(x) < 0.
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Priklad: F/M — Linearni diskriminacni funkce zalozené na etalonech

value of discriminant functions

2 x10* Female/Male classification
O Female
15 ®  Male
: B rFemale-etalon
B Male-etalon
1 | |[===Female-discr-func
Male-discr-func
05
or O OO0 @0 OO OxxExx
-055
60 80 100 120 140 160 180 200
height [cm]

Diskriminacni funkce pro 2 tridy:

fe(x) =

fu(x) =

arX + bF =

1
eFx — 5e,% = 140x — 9800
ayx + by =

1
emx — Eeﬁﬂ = 180x — 16200
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Priklad: F/M — Linearni diskriminacni funkce zalozené na etalonech

~

value of discriminant functions

151

x10*

Female/Male classification

O Female
®  Male

B rFemale-etalon
B Male-etalon

L | === Female-discr-func
Male-discr-func
Etalon-sep-func

v

05
of o o0
-0.5»
1 . . . . . .
60 80 100 120 140 160 180
height [cm]

Diskriminacni funkce pro 2 tridy:
fr(x) = aFx + br =
= efFx — %e?_— = 140x — 9800
fm(x) = apx + by =

1
= eyx — Eeﬁﬂ = 180x — 16200

Jedina diskr. funkce oddélujici obé tFidy:

g(x) = fr(x) — fu(x) =
= —40x 4+ 6400
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Priklad: F/M — Umime najit lepsi etalony?

value of discriminant functions

-0.5

25 x10% Female/Male classification
O Female
2 N % Male
B rFemale-etalon
15l O wmale-etalon /
=== Female-discr-func

Male-discr-func
Etalon-sep-func
=== Perceptron-sep-func

60

80 100 120 140 160 180 200
height [cm]

Linearni klasifikatory zalozené na primér-
nych etalonech délaji chyby.

Perceptronovy algoritmus (nap¥.) umi najit
bezchybny klasifikator (pokud existuje).
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Etalony ve vicerozmérnych prostorech

Pentagon data minimum distance from etalons
1.5 15
1 . 1t
X x *
X% X X * *: *
0.5F x XX Xx :* & 0.5f X %*
X o -ﬂ"*t
x O ~@ g
o
< 0 2 . 0 O
A A 80(9& .
o LHKER A O
AR08
-1 —1F
-1.5 i : ‘ i i i -15 ; : ‘ : i i
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
X X

1 1

Z dat T = {(%,s())}, extrahuj jeden etalon & pro kazdou tFidu s € S.
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Etalony ve vicerozmérnych prostorech

Extrahuj etalon pro kazdou tfidu s:

& = ave({x\) : s() = 5})

(pokr.)

15p

0.5r

-0.5¢

-15

minimum distance from etalons

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
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Etalony ve vicerozmérnych prostorech (pokr.)

Extrahuj etalon pro kazdou tfidu s: s minimum distance from etalons

& = ave({x\) : s() = 5})

Rozhodovaci strategie
. e oo 0.5f
J(X) = argmin||X — &]|
ses

-0.5+

41/52



Etalony ve vicerozmérnych prostorech (pokr.)

Extrahuj etalon pro kazdou tfidu s: s minimum distance from etalons

& = ave({x\) : s() = 5})

Rozhodovaci strategie

. e oo 0.5¢
J(X) = argmin||X — &]|
ses

Odpovidajici rozhodovaci hranice pali vzdale-

nosti mezi dvojicemi etalond. ol
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Rozpoznavani Cislic — etalony zalozené na priméru

etalon for 0 etalon for 1 etalon for 2 etalon for 3 etalon for 4 etalon for 5 etalon for 6 etalon for 7 etalon for 8 etalon for 9

0923456789

Obrazky z [7].
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Bayesovska klasifikace vs diskriminacni funkce

Rozhodnuti zalozené na diskriminaéni funkci: 15 Pentagon data
0(X) = argmax f(X,s) il
sES
ix  dwn
Rozhodnuti zaloZené na posteriorni psti: 0] X X X a;*::*;*@;
x o)
x O @
P(X|s)P 0%
d(X) = argmax P(s|x) = argmaxw & of X Ajgoo g
seS sesS P(X) @AA =
08 Aﬁf
Pokud zvolime 208
-1
f(X,s) = P(X | s)P(s),
35 S 205 0 05 1 15

obé metody splyvaji. X
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Etalonovy klasifikator: generalizace do vyssich dimenzi

§(X) = argmin ||X — &> = argmin(X' X — 28] X + &l &) =

ses sES
1
= argmin(f(T)?— 2 (éj)_(’— *(51‘?5))) =
seS 2

S U AP

= argmax | &/ % — = eTes =

g s s
seS 2

= argmax(W, X + wsp) = argmax gs(X).
ses ses

Linearni funkce (plus abs. ¢len)
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Uc&eni a rozhodovani

Faze uceni : ureni modulu/funkce/parametrii na zakladé dat.
Faze rozhodovani : rozhodnuti o neznamém pozorovani x.

Co se uéit?

» Generativni model : Naucit se P(X,s). Rozhodovat podle argmax, P(s|x).
» Discriminativni model : Naucit se pfimo P(s|X) a rozhodovat dle néj.

» Diskriminaéni funkce : Naudit se f5(X) a rozhodovat podle argmax, f;(X).
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Accuracy vs precision

(b)

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Precision _versus _accuracy.svg 4852


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Precision_versus_accuracy.svg

Presnost, pravdivost, preciznost

Reference value

Probability Accuracy
density

+—— \alue
Precision
» Pravdivost (dfive spravnost) : blizkost priiméru ke spravné hodnoté (systematicka chyba,
zkresleni)

» Preciznost (dfive shodnost) : tésnost shody mezi vysledky méFeni (rozptyl,
opakovatelnost, reprodukovatelnost)

» Presnost : zahrnuje pravdivost i preciznost

https://cs.wikipedia.org/wiki/P%C5%99esnost _a_ preciznost
https://www.technicke-normy-csn.cz/csn-iso-5725-1-010251-158147 .html|
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