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1. Měkké maximum je funkce f(x) = ln(ex1 + · · · + exn), kde x ∈ Rn. Funkce f je spojitě
diferencovatelná a slouž́ı jako aproximace klasického maxima m(x) = max{x1, . . . , xn}.
Na obrázku jsou funkce f a m pro n = 2.

(a) Pro n = 2 ukažte, že funkce m nemá derivaci v bodě (0, 0).

(b) Spočtěte derivaci a Hessovu matici funkce f .

(c) Pro n = 2 ukažte, že funkce f je konvexńı.

Řešeńı:

(a) Má-li m derivaci m′(0, 0), potom existuje směrová derivace funkce m v bodě (0, 0)
v každém směru v ∈ R2 a plat́ı mv(0, 0) = m′(0, 0)v. Spočteme směrové derivace pro
u = (1,−1) a v = (−1, 1),

mu(0, 0) = mv(0, 0) = 1.

Pro derivaci m′(0, 0) = (d1, d2) tedy muśı platit d1−d2 = 1 a současně −d1+d2 = 1,
což nelze splnit současně.

(b) Derivaci spoč́ıtáme pomoćı řet́ızkového pravidla. Pǐsme f(x) = g(h(x)), kde

h(x) = ex1 + · · ·+ exn

a g(y) = ln y. Plat́ı
f ′(x) = g′(h(x))h′(x).

Dostaneme g′(y) = 1
y
a ∂h

∂xi
= exi , tedy h′(x) = [ex1 . . . exn ] ∈ R1×n. Tak dostaneme

f ′(x) =
1

ex1 + · · ·+ exn
[ex1 . . . exn ].

Označme si pro jednoduchost

fi :=
∂f

∂xi

=
exi

ex1 + · · ·+ exn
.
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Druhé parciálńı derivace jsou

∂2f

∂xj∂xi

=
∂fi
∂xj

=

{
− exiexj

(ex1+···+exn )2
i ̸= j,

exi
ex1+···+exn

− e2xi
(ex1+···+exn )2

i = j.

To lze dále zjednodušit, pokud zavedeme značeńı

δij =

{
1 i = j

0 i ̸= j.

Potom totiž plat́ı

∂2f

∂xj∂xi

= fiδij − fifj, i, j = 1, . . . , n,

což jsou právě složky Hessovy matice f ′′(x) ∈ Rn×n.

(c) Necht’ n = 2. Ukážeme, že f ′′(x) je pozitivně semidefinitńı matice, což implikuje,
že funkce f je konvexńı. Chceme tedy ověřit, že plat́ı xTf ′′(x)x ≥ 0 pro každé x ∈ R2.
Plat́ı

xTf ′′(x)x = [x1 x2]

[
f1 − f 2

1 −f1f2
−f1f2 f2 − f 2

2

] [
x1

x2

]
= f1x

2
1 + f2x

2
2 − (f1x1 + f2x2)

2.

Protože plat́ı f1 + f2 = 1, f1, f2 > 0 a funkce φ(z) = z2 je konvexńı, dostaneme

f1x
2
1 + f2x

2
2 ≥ (f1x1 + f2x2)

2.

Tud́ıž xTf ′′(x)x ≥ 0.

2. Hledáme neznámé parametry x = (x1, x2) ∈ R2 nelineárńıho regresńıho modelu

p(t) =
x1t

x2 + t
, t ∈ R,

na základě dat (t1, y1), . . . , (t7, y7) ∈ R2.

(a) Formulujte odpov́ıdaj́ıćı úlohu nelineárńıch nejmenš́ıch čtverc̊u.

(b) Jak vypadá krok Gauss-Newtonovy (GN) metody?

(c) Jak vypadá krok Levenberg-Marquardtovy (LM) metody?

(d) Jak vypadá krok čisté Newtonovy metody?
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Řešeńı:

(a) Definujeme nejprve jednotlivá rezidua modelu pro i = 1, . . . , 7,

gi(x) = yi − p(ti) = yi −
x1t

x2 + t

a dále klademe g = (g1, . . . , g7) : R2 → R7. Úloha nelineárńıch nejmenš́ıch čtverc̊u je

Minimalizuj f(x) := ∥g(x)∥2 =
7∑

i=1

gi(x)
2, x ∈ R2 .

(b) Zobrazeńı g v okoĺı bodu xk aproximujeme jeho Taylorovým rozvojem,

g(x) ≈ g(xk) + g′(xk)(x− xk),

kde Jacobiho matice (derivace) zobrazeńı g v bodě x je matice g′(x) ∈ R7×2, která
má v i-tém řádku parciálńı derivace

∂gi
∂x1

= − ti
x2 + ti

,
∂gi
∂x2

=
x1ti

(x2 + ti)2
.

Tedy minimalizujeme

∥g(xk) + g′(xk)(x− xk)∥2 = ∥g′(xk)(x− xk)− (−g(xk))∥2

v proměnné x. To je ovšem úloha lineárńıch nejmenš́ıch čtverc̊u, jej́ıž řešeńı od-
pov́ıdaj́ı řešeńım soustavy normálńıch rovnic

g′(xk)
Tg′(xk)(x− xk) = −g′(xk)

Tg(xk).

Předpokládejme dále, že má matice g′(x) plnou sloupcovou hodnost. Tud́ıž můžeme
vyjádřit

x− xk = −
[
g′(xk)

Tg′(xk)
]−1

g′(xk)
Tg(xk),

z čehož plyne iterace GN metody tvaru

xk+1 = xk −
[
g′(xk)

Tg′(xk)
]−1

g′(xk)
Tg(xk).

(c) Krok LM metody je

xk+1 = xk −
[
g′(xk)

Tg′(xk) + µkI
]−1

g′(xk)
Tg(xk),

kde µk > 0 je regularizačńı parametr. Pro malá µk tak dostaneme přibližně GN
iteraci, což může pomoci urychlit konvergenci v bĺızkém okoĺı hledaného optima.



Optimalizace Řešené úlohy 22. 5. 2024

Pro velká µk je naopak krok LM iterace přibližně iteraćı gradientńı metody, nebot’

derivace funkce f je f ′(x) = 2g(x)Tg′(x) a plat́ı,

xk+1 ≈ xk − µ−1
k g′(xk)

Tg(xk) = xk −
1

2
µ−1
k f ′(xk)

T.

To umožnuje doćılit robustnosti (spolehlivosti pro počátečńı odhady daleko od op-
tima).

(d) Newtonova metoda použitá na minimalizaci funkce f vyžaduje Hessovu matici
funkce f , kterou lze vyjádřit jako

f ′′(x) = 2g′(x)Tg′(x) + 2
7∑

i=1

gi(x)g
′′
i (x).

Iterace Newtonovy metody je

xk+1 = xk − f ′′(xk)
−1f ′(xk)

T.

Newtonova metoda konverguje kvadraticky k lokálńımu minimu v jeho bĺızkém okoĺı,
ovšem vyžaduje nav́ıc výpočet Hessovy matice a neńı typicky robustńı v̊uči počátečńım
iteraćım daleko od hledaného optima.

3. Spočtěte vzdálenost bodu z ∈ Rn od nadroviny popsané rovnićı aTx = b v Rn. Využijte
výsledku k výpočtu š́ı̌rky pásu mezi nadrovinami aTx− b = −1 a aTx− b = 1.

Řešeńı:

Označme nadrovinu A = {x ∈ Rn | aTx = b}. Vzdálenost z od A je podle definice
kladnou odmocninou z optimálńı hodnoty úlohy

min {∥z− x∥2 | x ∈ A}.

Volme libovolný vektor x0 ∈ A. Potom je množina A − x0 lineárńı prostor, nebot’

obsahuje počátek. Původńı úloha je tak ekvivalentńı úloze

min {∥(z− x0)− x∥2 | x ∈ A− x0}.

Z lineárńı algebry v́ıme, že hledaná vzdálenost je délkou ortogonálńı projekce vektoru
z−x0 na ortogonálńı doplněk (A−x0)

⊥ prostoru A−x0. Ovšem (A−x0)
⊥ je př́ımka

se směrovým vektorem a. Proto je hledaná projekce rovna

x∗ =
aT(z− x0)

∥a∥
a

∥a∥
=

(aTz− b)a

∥a∥2
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a jej́ı délka

∥x∗∥ =
|aTz− b|
∥a∥2

∥a∥ =
|aTz− b|

∥a∥
.

Š́ı̌rka hledaného pásu odpov́ıdá vzdálenosti libovolného bodu z splňuj́ıćıho aTz− b =
−1 od nadroviny aTx− b = 1. Vı́me, že to je č́ıslo

|aTz− (b+ 1)|
∥a∥

=
|b− 1− (b+ 1)|

∥a∥
=

2

∥a∥
.

4. Hledáme tři jednotkové vektory x1,x2,x3 ∈ R3 tak, aby byla společná hodnota skalárńıho
součinu xT

1x2 = xT
1x3 = xT

2x3 minimálńı možná.

Řešeńı:

Povšimněme si, že podobná úloha pro dva jednotkové vektory x1,x2 má triviálńı
řešeńı. Stač́ı volit x1 jako libovolný jednotkový vektor a definovat x2 = −x1. Potom
xT
1x2 = −1, což je minimálńı hodnota, nebot’ podle Cauchyho–Schwartzovy nerov-

nosti plat́ı

|xT
1x2| ≤ ∥x1∥∥x2∥ = 1.

Pro tři vektory řeš́ıme tuto úlohu: minimalizuj α za podmı́nek α = xT
1x2 = xT

1x3 =
xT
2x3, kde x1,x2,x3 ∈ R3 maj́ı délku 1 a |α| ≤ 1. Definujme matici

X =

xT
1

xT
2

xT
3

(
x1 x2 x3

)
=

1 α α
α 1 α
α α 1

 ,

která je z definice pozitivně semidefinitńı. Naopak v́ıme, že každá reálná symetrická
matice na pravé straně rovnosti výše už je nutně tvaru součinu na levé straně. Podle
kritéria hlavńıch minor̊u je to dále ekvivalentńı s podmı́nkami

1− α2 ≥ 0 a 2α3 − 3α2 + 1 ≥ 0.

Snadno uhodneme, že hodnota α = 1 vyhov́ı oběma nerovnostem a tak lze postupně
rozložit

2α3 − 3α2 + 1 = (α− 1)2(2α + 1).

Tedy druhá nerovnost (α − 1)2(2α + 1) ≥ 0 plat́ı jen pro −0.5 ≤ α ≤ 1 a proto je
optimálńı hodnota α∗ = −0.5. Ze vztahu

−0.5 = xT
1x2 = cosφ,

dostaneme φ = 2
3
π. Z toho plyne, že optimálńım řešeńı úlohy jsou např. takové

konfigurace tř́ı jednotkových vektor̊u, které maj́ı posledńı souřadnici nulovou a děĺı
jednotkovou kružnici v rovině x3 = 0 na třetiny.
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5. Najděte globálńı extrémy funkce

f(x, y) = x2 + 2 y2

za podmı́nky g(x, y) = 0, kde

g(x, y) = x2 − 2x y + y2 − 6x+ 6 y + 9 .

Řešeńı:

Lagrangeova funkce je

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ g(x, y) = x2 + 2 y2 + λ (x2 − 2x y + y2 − 6x+ 6 y + 9) ,

derivace f a g jsou

f ′(x, y) = (2 x, 4 y) ,

g′(x, y) = (2 x− 2 y − 6,−2x+ 2 y + 6) .

Podmı́nky pro stacionárńı body Lagrangeovy funkce jsou

0 =
∂

∂x
L(x, y, λ) = 2 (1 + λ)x− 2λ y − 6λ ,

0 =
∂

∂y
L(x, y, λ) = −2λx+ (4 + 2λ) y + 6λ .

Můžeme si všimnout, že součet těchto rovnic je

0 = 2 x+ 4 y ,

tedy x = −2 y; dosazeńım např. do prvńı rovnice dostaneme

0 = 2 (1 + λ)x+ λx− 6λ ,

x =
6λ

3λ+ 2
,

y =
−3λ

3λ+ 2
,

pokud jmenovatel je nenulový. Dosazeńım do podmı́nky g(x, y) = 0 vyjde

0 = x− y − 3 =
6λ+ 3λ− 9λ− 6

3λ+ 2
=

−6

3λ+ 2
,

což nemá řešeńı. Důvodem je, že nulové body funkce g nejsou regulárńı.
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Povšimneme si, že

x2 − 2x y + y2 − 6x+ 6 y + 9 = (x− y − 3)2 ,

takže ekvivalentńı je omezuj́ıćı podmı́nka (zde označená stejně g(x, y) = 0) pro

g(x, y) = x− y − 3 .

Lagrangeova funkce je

L(x, y, λ) = f(x, y) + λ g(x, y) = x2 + 2 y2 + λ (x− y − 3) ,

nový gradient
g′(x, y) = (1,−1) .

Podmı́nky pro stacionárńı body Lagrangeovy funkce jsou

0 =
∂

∂x
L(x, y, λ) = 2x+ λ ,

0 =
∂

∂y
L(x, y, λ) = 4 y − λ .

Řešeńım této soustavy a podmı́nky g(x, y) = 0 dostaneme

x =
−λ

2
, y =

λ

4
=

−x

2
,

0 = x− y − 3 =
3

2
x− 3 ,

x = 2 , y = −1 .

Podmı́nka druhého řádu: matice

f ′′(2,−1) + λg′′(2,−1) = diag(2, 4)

je pozitivně definitńı, tud́ıž je v bodě (2,−1) lokálńı minimum. Jelikož je funkce f
pozitivně definitńı kvadratická forma a množina definovaná podmı́nkou g(x, y) = 0
je konvexńı, jedná se o globálńı minimum.

Funkce f nemá na množině př́ıpustných řešeńı globálńı maximum, protože neńı shora
omezená.


