Optimalizace Zkouskovy test 26.5. 2023

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Pocet bodu

1. Rozhodnéte o pravdivosti tvrzeni (ano/ne) a kazdou odpovéd zduvodnéte.
(a) (2 b) Funkce f(z,y) = e” + |y| — 2 je konvexni.

2 b) Mnozina {(z,y) € R? | -1 <z < 1,22 <y < 1,|z| <y} je konvexni polyedr.

Funkee f(z,y) = /22 + 32 + |z| 4 |y| m4 lokalni minimum, které neni globalni.

Konvexni polyedr {(z,y) € R? |z +y > 5,42 +y < 4,2,y > 0} nem4 vrchol.
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Kazdy bod uzavieného intervalu [—1, 1] je reguldrnim bodem funkce f(z) = (z—1)*.

(a) Ano, je to soucet konvexnich funkei.
(b) Ano, kvadratickd podminka je redundantni.
(c) Ne, je to norma, tedy konvexni funkce.

(d) Ano, nem4, protoze je prézdny.

(

e) Ne. V bodé 1 ma funkce nulovou derivaci.
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2. (10 b) Matici A = | 6 —2| napiste ve tvaru SVD A = gju;v? + oauava .
6 —2
Reseni:
Matice
81 =27
T _
ATA= {—27 9 }

mé vlastni ¢fsla 0 a 90. Prvni vlastni ¢fslo dokonce snadno uhodneme, nebot ATA m4
hodnost 1. Charakteristicky polynom je A? — 90\. Singuldrni ¢isla jsou o = v/90 = 3110
a 09 = 0. Tedy SVD rozklad je tvaru A = 3v/10uv”, kde u a v je levy/pravy singularni
vektor matice A. Nejprve spocteme v, coz je vlastni vektor matice AT A pifslusna vlastnimu
¢islu 90. Tedy fesime homogenni soustavu s matici

T [-9 —27] 1 3
ATA 901_[—27 —81] 713 9
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Jeji obecné teseni je (3t, —t). Tomu odpovida jednotkovy vlastni vektor v = V%(S’ —1).

Levy singuldrni vektor dopocteme jako

1 1 -3 1 1
= —Av=— |6 —2|3,-1)T=-(-10,20,20)".
u o1 v 30 ( 5 ) 30( 9 9 )
6 -2
Tedy nasli jsme SVD
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A=|16 =2|= 0’11,1VT.
6 -2

3. Firma vyrabi dva druhy produkta. Prvni se prodava za 40 a druhy za 60. K vyrobé kazdého
vyrobku se pouzivaji tii vstupni suroviny, kterych je k dispozici 70,40 a 90 jednotek. K vyrobé
prvniho produktu je potfeba 1 jednotka druhé i tfeti suroviny a 2 jednotky prvni suroviny,
druhy produkt potfebuje po jedné jednotce prvni a druhé suroviny a 3 jednotky tieti suroviny.
Firma chce maximalizovat trzby z vyrabénych produkti.

(a) (2 b) Formulujte optimalizaéni dlohu (Podminky celociselnosti zanedbejte).
(b) (5 b) Spoctéte jeji optimalni Feseni.
(¢) (3 b) Formulujte podminky komplementarity pro tlohu z bodu (a).

Reseni:

(a) Jednd se o linedrni program max 40z + 60y z.p. 2x +y < 70, x + y < 40, = + 3y < 90,
z,y > 0.

(b) Piipustnd feseni tvoii trojihelnik, jehoz vrcholy jsou (0, 30), (15, 25), (30, 10), (35,0), (0, 0)
Ty spocitame feSenim odpovidajicich soustav lin. rovnic. Porovnanim funkénich hodnot
zjistime, Ze optimum je v bodé (15, 25).

(c) Podminky komplementarity: v optimu primaru x a dudlu z musi platit 2z+y = 70 nebo
z1 =0, z+y = 40 nebo zo = 0, z+3y = 90 nebo z3 = 0 a ddle x = 0 nebo 2z1 + 29+ 23 = 40,
y = 0 nebo z; + 23 + 323 = 60.

4. Uvazujme funkci f(z,y, z) = 322 — y? + 3zy + 22
(a) (2 b) Jaka je smérova derivace funkce f ve sméru (0,0,1)7

(b) (4 b) Napiste Tayloruv polynom prvniho fddu kolem bodu (1, 1, 0). Pokud budete pouzivat
néjaké derivace, rozepiste je, nepouzivejte f’ ¢i f”.

(c) (2 b) Napiste obecnou iteraci gradientni metody pouzitou na minimalizaci funkce f.

(d) (2 b) Napiste obecnou iteraci Newtonovy metody pouzitou na minimalizaci funkce f.
Zucastnéné matice nemusite pripadné invertovat.
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Reseni:
(a) Smérova derivace funkce f ve sméru (0,0,1) je parcidlni derivace podle proménné z,
tedy 2z.

(b) Derivace funkce f je (6z + 3y, —2y + 3x,2z). Vzhledem k tomu, ze f(1,1,0) =5 a
f/(1,1,0) = (9,1,0), m& Tayloruv polynom tvar

Ti(z,y,2z) = f(1,1,0) + f/(1,1,0)((z,y, 2) — (1,1,0)) = =5 + 9z + .

(©) (a1, Yht15 2ht1) = (ks Yk» 2) — ok V f(2k, Yk, 21), coz muzeme psat jako

((1 — GOzk)xk — 3arYk, —3aLTE + (1 + Q(Xk)yk, (1 — Qak)zk)

(d) Hessova matice:

6 3 0
f”(wvyaz) =3 -2 0
0O 0 2

(Tht1s Ykt 15 2+1) = (Thos Ybs 2k) — O f" (Thos i 2605, F (Tes Yoy 28) T




