Optimalizace Zkouskovy test 31.5. 2023

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Pocet bodu

1. Rozhodnéte o pravdivosti tvrzeni (ano/ne) a kazdou odpovéd zduvodnéte.

(a) (2 b) Pro matici A s lin. nezdvislymi sloupci je kazdé vlastni ¢islo matice AT A kladné.

—6 2 4
(b) (2 b) Matice | 3 —1 —2]| md vSechna singuldrni ¢isla kladna.
0 1 0

(c) (2 b) Pro negativné definitni matici A je mnozina {(x,y) € R"*! | x” Ax < y} konvexni.
(d) (2 b) Pro matici A € R*90 je ngsledujici tloha konvexnf: min 2]7.:1 XJTAATX]' za
podminky, ze vektory xi,...,x7 € R0 tvoif ortonormalni mnozinu.

(e) (2 b) Prozadané o > 0, matici A € R™*" a vektor b € R™ je nésledujici uloha konvexni:
min ||Ax — b||3 za podminek ||x||; < «, kde x € R".

Resent:
(a) Ano, protoze AT A je reguldrni a pozitivné semidefinitni, tedy nutné pozitivné definitni,
a tak ma jen kladnd vlastni ¢isla.

(b) Ne, protoze snadno nahlédneme, ze A mé hodnost 2 (prvni fadek je ndsobkem druhého).

(c) Ne. Je to epigraf konkavni funkce (napi. plocha nad parabolou —z2), coz je typicky
nekonvexni mnozina.

(d) Ne. Je to vlastné instance tlohy PCA. Ucelové funkce je konvexni, ale netrivialn
konvexni kombinace dvou jednotkovych vektori nemé jednotkovu délku.

(e) Ano. Je to tloha nejmensich ¢tvercu s konvexnimi omezenimi, protoze ||x||; < a definuje
subkonturu konvexni funkce.

2. Je ddna matice A a vektor x:

A=

[ N -
O = N

3
6|, x=(1,1,1).
1

Najdéte kolmé projekce vektoru x na
(a) (2 b) span{(1,1,2)},

(b) (2b) mgA,
(¢) (2Db) null A,
(@) (2b) mgAT,
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(e) (2b) null AT,

Reseni:

(a) Kolma projekce je 2/3(1,1,2).

(b) Projekci spo¢itdame napiiklad jako x minus Feseni (e), vychdzi 1/5(3,6,5).
(c¢) null A = span{(1,1,—1)} a kolmd projekce je 1/3(1,1,—1).

(d) Projekei spocitdme napiiklad jako x minus feseni (c), vychazi 2/3 (1,1, 2).
(

e) null AT = span{(2, —1,0)} a kolm4 projekce je 1/5(2,—1,0).

3. (10 b) Najdéte globélni extrémy funkce
flay) =2+ 20 +y* +2y +3
za podminek

2’ +y? <4,
3x+2y < —6.

Znazornéte obor, na kterém extrémy hledame, a nezapomente zformulovat zavér, k némuz jste
dospéli.

Reseni:
Vsechny funkce v loze jsou vSude diferencovatelné.

1. Volné extrémy dostaneme feSenim soustavy

flz,y) = 2@z +1),2(y+1)) =0,

x=y= -1, f(—1,—1) = 1. Funkce f je ryze konvexni, takze (—1,—1) je jeji jediné volné
minimum, ale nespliiuje druhou omezujici podminku.

2. Extrémy vézané podminkou g (z,y) = 0, kde g1 (x,y) = 22 + y? — 4, dostaneme fesenim

soustavy

fl@y) +Mgi(zy) = 2 +1) +2M 2,2y +1) + 2\ y) =0,
r=y= ﬁ, dosazenim do omezujici podminky 22 + % — 4 = 0 dostaneme = =y = —/2
(druhé feseni z = y = v/2 je mimo obor), f(—v/2, —v2) =7 — 4+/2 = 1.343. Je to lokélni
minimum.

3. Extrémy vazané podminkou go(z,y) = 0, kde g2(z,y) = 3x+2y+ 6, dostaneme Fesenim
soustavy
fl@y) + X gs(@,y) = (2(z+1) +3X2,2(y +1) +2X) =0,
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r=-1-— %)\, y = —1 — A, dosazenim do omezujici podminky 3z + 2y 4+ 6 = 0 dostaneme
A= %, x = —%, Yy = —%, f(—%,—%) = % = 1.077. Je to lokalni minimum (minimum

ostie konvexni funkce na konvexni mnoziné — tsecce).

4. Rovnosti v obou omezujicich podminkach nastdvaji soucasné ve dvou bodech, které
dostaneme feSenim soustavy

2242 =4,
3z+2y=-6.
7 druhé rovnice vyjadiime y = —3 — %x a dosazenim do prvni dostaneme kvadratickou

rovnici

1
§x2+9m+5=0

s feSenimi

r1=-2,y1 =0, f(z1,41) = 3,

T2 = _%7 Y2 = _%7 f(x27y2) = % = 1.769.

Tyto body jsou lokalni maxima, nebot relevantni ¢4st Hessovy matice Lagrangeovy funkce
je pro A\p = % -1

2(14+ M) 0 V2 0 ...
0 21+ M) ...l=]10 V2 ...|,

tedy pozitivné definitni v prvnich dvou proménnych (z,y).

Zaver: V (13, -12) (z édsti 3) je jediné globdlni minimum (jednd se o minimum ostie

konvexni funkce na konvexnim oboru), v (—2,0) (z ¢asti 4) je jediné globdlni maximum.

4. Fitness centrum nakupuje ofiSky, bandny a mléko do energetického koktejlu. Jednotkové ceny
ofisk1, bandnu a mléka jsou (3, 1,4), cilem je minimalizace nakladu na jejich pofizeni. Zohlednit
se musi minimdalni pozadavky na ziviny tii ruznych druhu, které jsou vyjadieny vektorem
(3,2,4). Orisky obsahuji jednotku prvni i druhé ziviny a dvé jednotky tieti ziviny, bandny pouze
dvé jednotky prvni ziviny a tfi jednotky tieti ziviny, a mléko obsahuje pouze dvé jednotky druhé
ziviny a jednotku tfeti ziviny.

(a) (3 b) Formulujte tlohu jako linedrni program.
(b) (3 b) Napiste dudlni tlohu.

(¢) (2 b) Optimélni feseni dudlu je (1,2,0). Stanovte optimélni fesen{ primdrni dlohy bez
jejiho Fesend.

(d) (2 b) Je optimalni feseni dudlu vrcholem polyedru? Vysvétlete pfesné, pro¢ ano/ne.

ReSeni:

(a) min 3z +x9+4x3 z.p. 1 +2x9 > 3, x1+2w3 > 2, 201 +3x9+ 3 > 4, kde 21, x9, 23 > 0.
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(b) max 3y1 +2y2 +4ys z.p. Y1 +y2+2y3 < 3, 2y1 +3y3 < 1, 2y2 +y3 < 4, kde y1,y2,y3 > 0.
(c) Podle véty o slabé dualité stac¢i uhodnout piipustny vektor x* splaujici

1 11
Baf+af+4a5 =30 +2:24+4.0=

Snadno nalezneme x* = (0, 3, 1).
(d) Ano, je to Feseni soustavy y3 = 0, 2y; + 3ys = 1, 2y2 + y3 = 4, jejiz matice m4 lin.
nezavislé sloupce.




