Optimalizace Zkouskovy test 24.5. 2024

Piijmeni a jméno:

Uloha 1 2 3 4 Celkem

Maximum 10 10 10 10 40

Pocet bodu

1. Rozhodnéte o pravdivosti tvrzeni (ano/ne) a kazdou odpovéd zduvodnéte.
(a) (2b) Matice AAT + BT B je pozitivné semidefinitni, kde A, B € R™*",
(b) (2 b) Mnozina argminy, y ||z — x||2 je konvexni, kde z € R? a X = {x € R? | ™t < 25}.

(c¢) (2 b) Kvadratickd forma f: R™ — R spliujici f(x) = —2 a f(y) = 3 je konvexni, kde
x,y € R™.

(d) (2 b) Bod (0,0) je regularni bod zobrazeni g(x,y) = ((x —1)2 +y? — 1, (z — 2)2 + 3% — 4).

(e) (2 b) Matice {8 _03} mé singuldrni rozklad

Bk

ReSeni:

(a) Ano. Soucet PSD matic je PSD matice. Matice XX je vzdy PSD.

(b) Ano. Je to mnozina vSech feseni konvexni opt. tlohy, nebot funkce f(x) = ||z — x||2
je konvexni (slozeni afinni funkce s normou) a mnozina X je konvexni (epigraf konvexni
funkce).

(c) Ne. Takova forma je z definice indefinitni, tj. jeji matice A je indefinitni. Ovsem Hessova
matice funkce f je A a tedy f nemuze byt konvexni.

-4 0

(e) Ano. Singuldrni ¢isla: s; = 3, so = 0, levé singuldrni vektory jsou ve sloupcich matice
vlevo a pravé singuldrni vektory jsou v fadcich matice vpravo.

(d) Ne. Zobrazeni g ma spojitou derivaci, ale Jacobiho matice v bodé (0,0) je [_2 0].

2. Méme n naméienych dat (x;,7;) € R? a chceme jimi prolozit parabolu danou vzorcem p(z) =
ax? + b tak, aby soucet ¢tvercti hodnot p(x;) — y; byl minimdlni.

(a) (2 b) Zformulujte tuto optimaliza¢ni ilohu maticové a specifikujte dané matice.
(b) (4 b) V ptipadé n = 3 mame data (0, 1), (1,3), (2,5). Najdéte vzorec pro p.

(¢) (4 b) Misto kritéria nejmensich ¢tvercu pouzijeme minimalni soucet absolutnich odchylek
|p(x;) — y;|. Napiste ulohu pro data z ¢édsti (b) jako linedrni program.
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Reseni:
(a) Linedrn{ regrese s funkef p. Matice A € R™*2 obsahuje v prvnim sloupci 22, ve druhém

sloupci jednicky, optimaliza¢n{ tiloha znf: min{||Au — y|?} kde hleddme nezndmy vektor
parametri u = (a,b) € R2.

(b) Pro konkrétni piipad je A =

! 17 5
1| ay =(1,3,5), normdlni rovnice jsou [5 3] u=
1

[293] a jejich feseni je u = (a,b) =

(c) Minimalizujeme 27 + 22 + z3 za podminek —z; < b—1< z1, =20 < a+b—3 < 29,
—2z3 <4a+b—5< z3, kde 21,29, 23 > 0 (muze byt i 21, 22,23 € R) a (a,b) € R,

3. (10 b) Najdéte vsechny lokalni i globalni extrémy funkce f(z,y) = (z — 1) — y? za podminky
22 + 9% < 9. Funkci f v nich vyhodnotfte a feknéte, o jaky typ extrému se jedné.

ReSeni:

Vse jsou polynomy, maji vSechny derivace spojité.
Fay) =2 -1),-2y)",
w20

A. Volné extrémy dostaneme feSenim soustavy

f/<$7y) - (Q(x - 1)7 _Qy)T =0,

x=1,y =0, f(1,0) = 0, ale f’(x,y) je indefinitn{ matice, takze (1,0) je sedlovy bod a
volny extrém neexistuje.

B. Extrémy vézané podminkou g(x,y) = 0, kde g(x,y) = 22 + 3> — 9, ¢'(z,y) = (22,2y)7

(vSechny body hranice jsou reguldrni body zobrazeni ¢), dostaneme jako staciondrni body
Lagrangeovy funkce L(z,y,\) = f(x,y) + A g(z,y), neboli Fesenim soustavy
fl@y)+Ag' (xy) = (2(x—1)+2 2, -2y +2Xy) =0,

tj.

Cinitel A + 1 musi byt nenulovy.
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Bl. Pro A =1 vyjde z = %, dosazenim do omezujici podminky z2 + y2 — 9 = 0 dostaneme
_ 135 1 435 34 _ _ 17
y=+%2, f(3. %) —7-

=72
B2. Pro A # 1 vyjde y = 0, z omezujici podminky z = +3. Funkéni hodnoty jsou f(3,0) = 4,
f(=3,0) = 16.

Zaveér: Nasli jsme 4 stacionarni body Lagrangeovy funkce. Jelikoz je kritérium spojité na
hranici oblasti (kterou je kruznice), klasifikaci staciondrnich bodu pozndme z funkénich
hodnot. V bodé (—3,0) je globédlni maximum 16, v bodé (3,0) je lokdlni maximum 4,

v bodech (3, i@) jsou globdlni minima —17. Jiné extrémy (ani lokaln{) neexistujf.

B2a. (Aternativni feSeni.) Parametrizujeme kruznici

(x,y) = (3cos¢,3sing), potom (1)
F(6) = (3cosé— 12— 9sin 6, )
F(6) = —6sing(6cosp—1), (3)
f"(¢) = —6cosp(6cosg — 1)+ (6sing)?. (4)

Prvni dvojice stacionarnich bodu je: sin = 0, tedy (z,y) = (£3,0). Pro (3,0) (tedy sin = 0,
cos = 1) je [ <0, stejné jako pro (—3,0).

Druhd dvojice je: cos = %, tedy (z,y) = (3, :l:@) Pro tyto body je f” = 0+ (6sin)? > 0,
tedy jde o lokdlni minima.

B2b. Vysetieni stacionarnich bodu z B2. pomoci podminek druhého féadu.
" 120

Pro A = 1 médme staciondrni body viz nahote a H = f” + \g” = diag(4,0). Hessidn
je pozitivné semidefinitni, musime ho tedy otestovat piimo v prostoru null ¢’. Oznac¢me
soutadnice staciondrntho bodu (z1,y;). Protoze ¢'(z,y) = (2z,2y), je baze nullg’ tieba
vektor t = (—y1,21)" a t' Ht = 4y? > 0. Jde tedy o lokdlni minima.

Bodu (z,y) = (3,0) odpovidd A = —% a H = diag(2, —4). Podobné jako prve musime
do te¢ného prostoru, t = (0,1)” a t"Ht < 0. Podobné pro (z,y) = (=3,0) je A = —3 a
H = diag(—%, —%). Hessidn je negativné definitni na celém prostoru, tedy i na prostoru

null ¢’ a jsme hotovi (oba body jsou lokdlni maxima, to vétsi je globélni).

4. Méame 100 bodti ay,...,a190 € R3, které chceme prolozit pifmkou prochizejici pocatkem tak,
aby soucet ¢tvercu kolmych vzdalenosti od téch bodu k piimce byl minimé&lni.

(a) (3 b) Pfresné formulujte optimaliza¢ni tlohu.
(b) (1 b) Jde o tulohu konvexni?

(c) (4 b) Napiste, jak vypadd optimalni Feseni této ulohy. VSechy matice i vektory piesné
definujte.

(d) (2 b) Jakd je chyba prolozeni v optimu?
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Reseni:
(a) min 3212 [|la; — xxTa; |3 nebo max 3°1% ||xTa;||3, kde x € R? spliuje ||x| = 1.
(b) Nejde. Mnozina piipustnych Feseni je sféra (povrch koule).

(c) Piseme A = [a1...a00] € R3*19 Matice AAT m4 vlastni éfsla A\ > X > A3 >0 a
odpovidajici vlastni vektory vi,vs,vs € R3, kde ||v;|| = 1. Hledany smér pifmky je v.

(d) Chyba prolozeni je Aa + As.




