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ČVUT v Praze



Obsah
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Konvexńı úlohy obecně a p̌ŕıklady



Konvexńı optimalizace (1)

Definice

Nechť f : Rn → R je konvexńı na konvexńı množině X ⊆ Rn.

Úloha konvexńı optimalizace je optimalizačńı úloha

min f (x) za podḿınky x ∈ X .

• Různé ťŕıdy úloh lǐśıćı se tvarem účelové funkce a omezeńımi

• Mnoho numerických metod i specializovaných řešič̊u

• Výhodné matematické vlastnosti
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Konvexńı optimalizace (2)

Vlastnostni konvexńı množiny p̌ŕıpustných řešeńı X

• otev̌rená/uzav̌rená

• omezená/neomezená

• kompaktńı (omezená a uzav̌rená)

Vlastnosti konvexńı účelové funkce f na X

• omezená/neomezená

• nemuśı být diferencovatelná

• spojitá na vniťrku X , ale ne nutně na hranici množiny X
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Vlastnosti konvexńıch úloh

min f (x) za podḿınky x ∈ X

Věta

Pro konvexńı úlohu plat́ı:

1. Každé lokálńı minimum funkce f na X je globálńı.

2. Množina všech optimálńıch řešeńı je konvexńı.

3. Pokud je f ryze konvexńı, existuje nejvýše jedno optimum.
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Konvexńı úloha ve standardńım tvaru

• f : Rn → R je konvexńı

• g1, . . . , gm : Rn → R jsou konvexńı

• h1, . . . , hℓ : Rn → R jsou afinńı

Maticově: min {f (x) | x ∈ Rn, g(x) ≤ 0,h(x) = 0}

min f (x1, . . . , xn)

za podḿınek gi (x1, . . . , xn) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

hi (x1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . , ℓ

x1, . . . , xn ∈ R

5



Tř́ıdy konvexńıch úloh - schéma

Wikipedia
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Tř́ıdy konvexńıch úloh

• Lineárńı programováńı

f , gi , hi afinńı

• Kvadratické programováńı (QP)

f konvexńı kvadratická a gi , hi afinńı

• Kvadratické programováńı s kvadrat. omezeńımi (QCQP)

f , gi konvexńı kvadratické a hi afinńı

• Programováńı na kuželu druhého řádu

• Semidefinitńı programováńı

• Kónické programováńı
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Kvadratické programováńı

• f je kvadratická

• gi , hi jsou afinńı

Maticově

min xTAx+ bTx

za podḿınek Cx ≤ d

Ex = f

• A ∈ Rn×n, b ∈ Rn

• C ∈ Rm×n, d ∈ Rm

• E ∈ Rℓ×n, f ∈ Rℓ

Je to konvexńı úloha, právě když A je pozitivně semidefinitńı.
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Kvadratické programováńı – p̌ŕıklady konvexńıch úloh

Řešeńı p̌reurčené soustavy Ax = b

min{∥Ax− b∥22 | x ∈ Rn}

Řeš́ıme p̌revodem na lineárńı rovnice (normálńı rovnice).

Řešeńı p̌reurčené soustavy Ax = b s lineárńımi omezeńımi

min{∥Ax− b∥22 | Cx = d, x ∈ Rn}

Lze p̌revést na řešeńı soustavy lineárńıch rovnic (Lagrange).

Řešeńı p̌reurčené soustavy Ax = b s intervalovými omezeńımi

min{∥Ax− b∥22 | c ≤ x ≤ d, x ∈ Rn}
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Kvadratické programováńı – Support vector machines (SVM)

Pro m bodů (xi , yi ) ∈ Rn ×{−1, 1} hledáme odděluj́ıćı nadrovinu.

Tedy hledáme a ∈ Rn a b ∈ R tak, aby

yi (a
Txi − b) > 0, i = 1, . . . ,m.

Vyděleńım (a, b) vhodným kladným č́ıslem je to ekvivalentńı

yi (a
Txi − b) ≥ 1, i = 1, . . . ,m.

aTx− b = −1

aTx− b = 1

2/‖a‖2

min {∥a∥22 | yi (aTxi − b) ≥ 1, i = 1, . . . ,m} 10



Kvadratické programováńı s kvadratickými omezeńımi

• f , gi jsou kvadratické

• hi jsou afinńı

Je to konvexńı úloha, právě když jsou funkce f a gi konvexńı.

Kam uḿıstit záchrannou stanici?

Hledáme lokaci x ∈ R2 pro záchrannou službu tak, aby nejdeľśı

vzdálenost k ḿıst̊um a1, . . . , am ∈ R2 byla minimálńı:

Minimalizuj
m

max
i=1

∥x− ai∥2 z.p. x ∈ R2

Ekvivalentně – hledáme nejmenš́ı kruh obsahuj́ıćı zadané body:

Minimalizuj y z.p. ∥x− ai∥22 ≤ y , i = 1, . . . ,m.

11



Jak řešit konvexńı úlohy



Od gradientńı metody k projektovanému gradientu

• Pokud je X = Rn, úloha konvexńı optimalizace je bez omezeńı

• Globálńı minimum x pro konvexńı diferencovatelnou funkci f

splňuje podḿınku ∇f (x) = 0

• Lze použ́ıt gradientńı metodu s iteraćı xk+1 = xk − αk∇f (xk)

Modifikace pro konvexńı úlohu s omezeńımi

• Globálńı minimum x na X typicky nesplňuje ∇f (x) = 0

• Př́ımočaré použit́ı gradientńı metody neńı možné, protože

typicky xk+1 /∈ X

• Nab́ıźı se však nalézt bod z X nejbĺıže xk+1
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Eukleidovská projekce

Definice

Nechť X ⊆ Rn je uzav̌rená konvexńı množina. Eukleidovská

projekce bodu z ∈ Rn na X je optimálńı řešeńı úlohy

min
x∈X

∥z− x∥22.

• Úloha má jediné optimálńı řešeńı, které znač́ıme PX (z)

• Nav́ıc je optimálńı řešeńı charakterizováno podḿınkou

(z− PX (z))
T (x− PX (z)) ≤ 0 pro každé x ∈ X

• Ekvivalentně: v bodě PX (z) existuje opěrná nadrovina H

množiny X s normálovým vektorem PX (z)− z
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Eukleidovská projekce – p̌ŕıklady

Lineárńı podprostor X

Eukleidovská projekce PX (z) bodu z je ortogonálńı projekce na X .

Jednotková koule X = {x ∈ Rn | ∥x∥2 ≤ 1}

PX (z) =

z ∥z∥2 ≤ 1,

z
∥z∥2 jinak.

Hyperoktant X = {x ∈ Rn | x1, . . . , xn ≥ 0}

PX (z) = max(z, 0).
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Projektovaný gradient

• Gradientńı metoda slouž́ı k minimalizaci funkce bez omezeńı

• Při jej́ım použit́ı na konvexńı úlohu s omezeńımi můžeme

v některé iteraci dostat nep̌ŕıpustné řešeńı

• To však můžeme proḿıtnout a źıskat tak p̌ŕıpustné řešeńı

Iterace metody projektovaného gradientu

xk+1 = PX (xk − αk∇f (xk))

kde αk > 0 je délka kroku
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Nekonvexńı úlohy



Různé nekonvexńı úlohy (1)

Úloha vedoućı na spektrálńı rozklad

Minimalizuj xTAx za podḿınky ∥x∥22 = 1, kde x ∈ Rn.

Úloha celoč́ıselného lineárńıho programováńı

Minimalizuj aTx za podḿınek Ax ≥ b, x ≥ 0, kde x ∈ Zn.

Úloha s omezeńımi ve tvaru rovnost́ı (obecná)

Minimalizuj f (x) za podḿınky g(x) = 0, kde x ∈ Rn.

Obt́ıžná úloha

Maximalizuj konvexńı f (x) na konvexńı množině X .
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Různé nekonvexńı úlohy (2)

Shlukováńı

• K bodům a1, . . . , am ∈ Rn hledáme body x1, . . . , xk ∈ Rn tak,

aby součet vzdálenost́ı bodů ai k nejbližš́ım bodům xj byl

minimálńı

• Minimalizujeme tak funkci

f (x1, . . . , xk) =
m∑
i=1

k
min
j=1

∥ai − xj∥

na množině vektor̊u (x1, . . . , xk) ∈ Rkn
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