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Konvexni ulohy obecné a priklady



Konvexni optimalizace (1)

Definice
Necht f: R” — R je konvexni na konvexni mnozing X C R".
je optimalizaéni tloha

min f(x) za podminky x € X.

e Rizné t¥idy dloh lisici se tvarem tcelové funkce a omezenimi
e Mnoho numerickych metod i specializovanych FeSi¢l

e Vyhodné matematické vlastnosti



Konvexni optimalizace (2)

Vlastnostni konvexni mnoZziny p¥ipustnych feSeni X

e oteviend/uzaviena
e omezend/neomezend

o kompaktni (omezend a uzavfend)
Vlastnosti konvexni u&elové funkce f na X

e omezend/neomezena
e nemusi byt diferencovatelna

e spojitd na vnitrku X, ale ne nutné na hranici mnoziny X



Vlastnosti konvexnich uloh

min f(x) za podminky x € X

Véta

Pro konvexni tlohu plati:

1. Kazdé lokdIni minimum funkce f na X je globalni.
2. Mnozina vSech optimalnich ¥eSeni je konvexni.

3. Pokud je f ryze konvexni, existuje nejvySe jedno optimum.



Konvexni uloha ve standardnim tvaru

e f: R” — R je konvexni
® gi,...,8m: R" — R jsou konvexni

e hi,...,hy: R" — R jsou afinni

Maticové: min{f(x) | x € R",g(x) < 0,h(x) = 0}

min  f(x1,...,Xn)
za podminek gi(x1,...,x,) <0, i=1,...,m
h,'(Xl,...,Xn):O7 = 7_.,7€
X1,...,Xp € R



Ttidy konvexnich uloh - schéma
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Tt¥idy konvexnich dloh

e Linedrni programovani
f,gi, h; afinni
e Kvadratické programovani (QP)

f konvexni kvadraticka a gj, h; afinni

e Kvadratické programovani s kvadrat. omezenimi (QCQP)

f, gi konvexni kvadratické a h; afinni
e Programovani na kuzelu druhého ¥adu
e Semidefinitni programovani

o Konické programovani



Kvadratické programovani

e f je kvadraticka

e g, h; jsou afinni
Maticové

e AcR™" beR"
e CcR™" deR™
e Ec R feR!

min  x'Ax + b'x
za podminek Cx <d
Ex="f

Je to konvexni tloha, pravé kdyz A je pozitivné semidefinitni.



Kvadratické programovani — ptiklady konvexnich uloh

ReZeni preuréené soustavy Ax = b
min{||Ax — b||3 | x € R"}

Resime prevodem na linedrni rovnice (normalni rovnice).

ReZeni preuréené soustavy Ax = b s linedrnimi omezenimi
min{|[Ax — b3 | Cx =d, x € R"}

Lze prevést na FeSeni soustavy linedrnich rovnic (Lagrange).

Reseni preurcené soustavy Ax = b s intervalovymi omezenimi

min{|[Ax — b3 | c < x < d, x € R"}



Kvadratické programovani — Support vector machines (SVM)

Pro m bodi (x;,y;) € R" x{—1,1} hleddme oddé&lujici nadrovinu.
Tedy hleddme a € R" a b € R tak, aby

vi(a™x; — b) > 0, i=1,...,m.

Vyd&lenim (a, b) vhodnym kladnym &islem je to ekvivalentni

y,-(aTx,-—b)zl, i=1,...,m.

2/|a|2\"'”‘

min{||a]|3 | y;(@'x; — b) > 1, i=1,...,m} 10



Kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi

e f, gi jsou kvadratické
e h; jsou afinni

Je to konvexni tloha, pravé kdyz jsou funkce f a g;j konvexni.

Kam umistit zachrannou stanici?

Hleddme lokaci x € R? pro zchrannou sluzbu tak, aby nejdels7
vzddlenost k mistim ay, ..., am € R? byla minimalni:

Minimalizuj mrglxﬂx —ailla zp. x€R?
=
Ekvivalentné — hleddame nejmensi kruh obsahujici zadané body:

Minimalizuj y zp. [[x—a;j5<y, i=1,...,m.
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Jak Fesit konvexni tlohy




Od gradientni metody k projektovanému gradientu

e Pokud je X = R", tloha konvexni optimalizace je bez omezeni
e Globalni minimum x pro konvexni diferencovatelnou funkci f
spliiuje podminku V£(x) =0

e Lze pouZit gradientni metodu s iteraci xx4+1 = xx — ax VF(Xk)

Modifikace pro konvexni tlohu s omezenimi
e Globalni minimum x na X typicky nespliiuje Vf(x) =0
e P¥imocaré pouZiti gradientni metody neni mozné, protoZe
typicky xk11 & X
e Nabizi se v8ak nalézt bod z X nejblize xx1
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Eukleidovska projekce

Definice
Necht X C R” je uzavfend konvexni mnoZina.

bodu z € R" na X je optimalni ¥eSeni dlohy

. . 2
min ||z — x][3.

e Uloha m3 jediné optimalni ¥eleni, které zna&ime Px(z)

e Navic je optimalni ¥eSeni charakterizovano podminkou
(z— Px(z))"(x — Px(z)) <0 pro kazdé x € X

e Ekvivalentn&: v bod& Px(z) existuje opérnd nadrovina H
mnoziny X s normalovym vektorem Px(z) —z
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Eukleidovska projekce — pfiklady

Linearni podprostor X
Eukleidovskd projekce Px(z) bodu z je ortogonaini projekce na X.
Jednotkova koule X = {x € R" | ||x|]2 < 1}

z  z2<1,
Px(z)=9 , .

== jinak.

l1zll2

Hyperoktant X = {x € R" | xq,...,x, > 0}

Px(z) = max(z,0).
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Projektovany gradient

e Gradientni metoda slouzi k minimalizaci funkce bez omezeni

e P¥i jejim pouZiti na konvexni tlohu s omezenimi miizeme
v nékteré iteraci dostat nep¥ipustné Feseni
e To v8ak mizZeme promitnout a ziskat tak pFipustné Feseni
Iterace metody projektovaného gradientu
Xk+1 = Px (xk — ke V(xk))

kde ax > 0 je délka kroku

ii5)



Nekonvexni ulohy




Riizné nekonvexni ulohy (1)

Uloha vedouci na spektralni rozklad

Minimalizuj xT Ax za podminky ||x||3 = 1, kde x € R".

Uloha celo¢iselného linedrniho programovani

Minimalizuj a"x za podminek Ax > b, x > 0, kde x € Z".

Uloha s omezenimi ve tvaru rovnosti (obecnd)

Minimalizuj f(x) za podminky g(x) = 0, kde x € R".

Obtizna uloha

Maximalizuj konvexni f(x) na konvexni mnozin& X.
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Riizné nekonvexni ulohy (2)

Shlukovani

e K bodim ay,...,a, € R"” hleddme body x1,...,x, € R" tak,
aby soucet vzdalenosti bodil a; k nejblizsim bodim x; byl
minimalni

e Minimalizujeme tak funkci

m

k
f(Xl, ce ,Xk) = ZST!?Ha, — XJH

i=1

na mno¥in& vektordi (xq, ..., xx) € Rk
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