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Dualita

Primárńı úloha

min cTx

za podḿınek Ax ≥ b

x ≥ 0

Duálńı úloha

max bTy

za podḿınek y ≥ 0

ATy ≤ c

• Duálńı úlohu lze definovat pro úlohu LP v libovolné formě

• Duál duálńı úloha je primárńı úloha
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Věta o slabé dualitě

min cTx max bTy

za podm. Ax ≥ b za podm. y ≥ 0

x ≥ 0 ATy ≤ c

Tvrzeńı

1. Pro každé p̌ŕıpustné primárńı řešeńı x a každé p̌ŕıpustné duálńı

řešeńı y plat́ı cTx ≥ bTy

2. Pokud pro nějaká p̌ŕıpustná řešeńı primáru x∗ a duálu y∗ plat́ı

cTx∗ = bTy∗, potom jsou x∗ a y∗ optimálńı řešeńı

• Duálńı LP zdola omezuje primárńı LP

• Pokud je mez těsná, nalezli jsme optimum obou úloh
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Dvojice duálńıch úloh pro LP v obecném tvaru

min
∑
j∈J

cjxj max
∑
i∈I

yibi

za podm.
∑
j∈J

aijxj = bi za podm. yi ∈ R ∀i ∈ I0∑
j∈J

aijxj ≥ bi yi ≥ 0 ∀i ∈ I+∑
j∈J

aijxj ≤ bi yi ≤ 0 ∀i ∈ I−

xj ∈ R
∑
i∈I

yiaij = cj ∀j ∈ J0

xj ≥ 0
∑
i∈I

yiaij ≤ cj ∀j ∈ J+

xj ≤ 0
∑
i∈I

yiaij ≥ cj ∀j ∈ J−
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Př́ıklad

min 2x1 − 3x3 + x4 max 6y1 + 5y2

z.p. 2x1 − x2 + x3 + 2x4 = 6 z.p. y1 ∈ R
−x1 + 2x2 − 3x3 ≤ 5 y2 ≤ 0

x1 − x2 − x3 − 3x4 ≥ 0 y3 ≥ 0

x1 ≥ 0 2y1 − y2 + y3 ≤ 2

x2 ∈ R −y1 + 2y2 − y3 = 0

x3 ≥ 0 y1 − 3y2 − y3 ≤ −3

x4 ≤ 0 2y1 − 3y3 ≥ 1
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Př́ıklad

min cTx max bTy

za podm. Ax = b za podm. y ∈ Rm

x ≥ 0 ATy ≤ c
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Podḿınky komplementarity

• I je indexová množina primárńıch omezeńı (duál. proměnných)

• J je indexová množina duálńıch omezeńı (prim. proměnných)

Věta

Nechť x je p̌ŕıpustné primárńı řešeńı a y je p̌ŕıpustné duálńı řešeńı.

Rovnost cTx = bTy plat́ı právě tehdy, když plat́ı tyto podḿınky:

1.
∑
j∈J

aijxj = bi nebo yi = 0 ∀i ∈ I

2. xj = 0 nebo
∑
i∈I

aijyi = cj ∀j ∈ J
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Př́ıklad

min 2x1 + 5x2 + 6x3 = 5.4 max 3y1 + y2 + 3y3 − y4 = 5.4

3 = 2x1 + x2 + 2x3 ≥ 3 0.2 = y1 ≥ 0

2.4 = x1 + 2x2 + 2x3 ≥ 1 0 = y2 ≥ 0

3 = x1 + 3x2 + x3 ≥ 3 1.6 = y3 ≥ 0

− 0.6 = −x1 + x2 − 2x3 ≥ −1 0 = y4 ≥ 0

1.2 = x1 ≥ 0 2 = 2y1 + y2 + y3 − y4 ≤ 2

0.6 = x2 ≥ 0 5 = y1 + 2y2 + 3y3 + y4 ≤ 5

0 = x3 ≥ 0 3 = 2y1 + 2y2 + y3 − 2y4 ≤ 6
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Věta o silné dualitě

Věta

Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. Primárńı úloha má optimálńı řešeńı x∗.

2. Duálńı úloha má optimálńı řešeńı y∗.

Pokud plat́ı jedno z těchto tvrzeńı, pak cTx∗ = bTy∗.

• V optimu jsou hodnoty obou úloh shodné (zero duality gap)

• Pro optimum primárńı úlohy tak p̌redstavuje optimum duálu

se stejnou hodnotou tzv. certifikát optimality
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Vlastnosti primáru a duálu – možnosti

P/D Má optimum Neomezená Nep̌ŕıpustná

Má optimum ✓ ne ne

Neomezená ne ne ✓

Nep̌ŕıpustná ne ✓ ✓

• Červeně zakázané kombinace plynou ze silné duality

• Zbylá plyne ze slabé duality

• Plat́ı: P a D maj́ı optimum ⇔ P a D jsou p̌ŕıpustné
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