Optimalizace

Konvexni funkce

Tomas Kroupa  Tomas Werner
2024

Fakulta elektrotechnicka
CVUT v Praze



Konvexni funkce

Definice
Funkce f: R" — R je na konvexni mnozing X C R",
jestlize pro viechna x,y € X a kazdé « € [0, 1] plati nerovnost

f((1—a)x+ay) < (1—a)f(x)+ af(y).

Funkce f je na X, je-li —f je konvexni na X.
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Jensenova nerovnost

Tvrzeni
Necht f je konvexni funkce. Pro vdechna xi,...,x, € X
a v8echna as, ..., a, > 0 spliujici ag + - - - + a, = 1 plati

flaaxy + -+ 4+ auxk) < aaf(xa) + -+ + o f(xk)
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Konvexni diferencovatelné funkce

Podminka prvniho fadu

Necht f je diferencovatelnd.
Funkce f je konvexni, pravé
kdyZ pro vechna x,y € R”
plati nerovnost f(x)+f’(x)(yf(y)

f(x) + f'(x)(y — x) < f(y).

Podminka druhého fadu

Necht f je dvakrét diferencovatelnd. Funkce f je konvexni, pravé
kdy? je pro kazdé x € R"” Hessova matice f”(x) pozitivné
semidefinitni.



Ptiklady konvexnich funkci (1)

Definice
Funkce
x € R" — ||x|| € [0, 00)

je , pokud plati:
e ||x|| = 0 pravé tehdy, kdyz x =0
o |lax|| = |af||x|| pro kazdé o € R a x € R"

o [Ix+yll < [xl| + llyll pro kaZdé x,y € R"



1
Ixllp = (Ixal? +--- + xa?)?,  p€[1,00]

T¥i dilleZité normy

Manhattanska ||x||1 = |x1| + - + |xa]

Eukleidovska ||x[2 = y/x2 + - + x2

Cebysevova ||x||oc = max{|x1|, ..., |x|} = lim |x||,
p—00



Jednotkové kruznice p-norem pro p =12 00
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P¥iklady konvexnich funkci (2)

o f(x)=e™proacR

o f(x)=xlogyx, kde x>0a f(0)=0prox=0
o f(x)=In(e+---4 &)

o f(x) = x"Ax, kde A je pozitivn& semidefinitni

o f(x)=a'x+b



Nad grafem funkce a pod vrstevnici

. funkce f je mnozina {(x,y) € R"™1 | f(x) < y}.
° vysky y je mnoZina {x € R" | f(x) < y}.
Véta

e f je konvexni, pravé kdyZ jeji epigraf je konvexni mnoZina.

e Kazda subkontura konvexni funkce je konvexni mnoZina.
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Ixll2 < y}

2 na R” je {(x,y) € R™! |

e Subkontury jsou kruhy o polomé&ru y

e Epigraf normy
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Epigrafovy tvar dlohy minimalizace

Kazda dloha tvaru

Uloha 1

Minimalizuj f(x) za podminky x € R"
m4a stejnou optimdlni hodnotu jako tloha s (&elovou funkci
Uloha 2

Minimalizuj y za podminek f(x) <y, x € R",y € R
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Operace zachovavajici konvexitu (1)

Nezaporné linearni kombinace
Jsou-li g1,...,8k: R" — R konvexni funkce a a,...,a, > 0,
pak je funkce f = a1 g1 + - - - + axgx konvexni.

Ptiklad (Shannonova entropie)

Funkce H(p) = — .7, pilog, pi je konkdvni na mnoZin&
diskrétnich pravdépodobnostnich rozdélenf

{PGRH’P1+"'+Pn:17Pla-'anZO}'
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Operace zachovavajici konvexitu (2)

Skladani funkci

Nasledujici funkce jsou konvexni:

e h=gof, kde f: R— R je konvexnia g: R — R je
konvexni a neklesajici.

e h(x) = g(Ax+Db), kde g: R™ — R je konvexni.

Ptiklad
Funkce f: R?" — R dana pomoci f(x,y) = ||x — y||, kde
x,y € R" a ||| je norma, je konvexni.
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Operace zachovavajici konvexitu (3)

Véta
Necht gi: R” — R jsou konvexni funkce pro véechna i € I. Pak

f(x) = maxgj(x)
i€l
je konvexni funkce, existuje-li pro kazdé x € R” maximum vyse.
Priklady
k
o f(x)= malx(a,-Tx + bi)
=
o f(x) = maz_<||x —y|| pro n&akou mnozinu C C R"
ye

e f(c) =max{c™x|x € R" Ax > b}
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