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K €emu slouzi SVD

Regeni PCA

e Matici nizsi hodnosti (low rank approximation)

Rozpoznavani obli¢eji (eigenfaces)

Ortogondlni Prokrustiiv problém

Latentni sémantickd analyza

Ndstroj pro numerické vypocty



PCA

Databaze genomu (m =~ 200000 prom&nnych) pro n = 1400
Evropani byla promitnuta na k = 2 hlavni komponenty:
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Point Cloud Alignment
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SVD teoreticky



Singularni rozklad matice

Véta (Existence SVD)
Pro kazdou matici A € R™*" plati

A=USV' = slulvlT + .-+ spupv;,

kde p = min{m, n}, diagondlni matice S € R?*P m3 na
diagonale sy > -+ > s, > 0 a matice

U:|:u1”.up:|eRmxp, V:[vl..'vp}eRnXp

maji ortonormalni sloupce zvané /



Ruzné verze SVD

A=USV'

Redukované SVD
UecR™P SR VeR™

Plné SVD
U = Rmxmv s c Ran’ V c Ran

Rank-minimalni SVD
UeR™" SeR™ VeR™" kde r :=rankA <

Protoze r = rank S, &islo r je poet nenulovych singularnich &isel.



Priklad: SVD 1azké matice
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SVD geometricky

Efekt SVD matice A € R?*? na vektor x si lze ptedstavit takto:

OESRARQ

Obrazek: Solomon - Numerical Algorithms

Specidlné: Av; = s;u;



Jak souvisi singularni &isla s vlastnimi cisly?

Vlastni &isla matic AAT a ATA

Z rank-miniméalniho SVD matice A = USVT dostaneme
AAT = Us?UT a ATA = VvS2vT,

To jsou spektralni rozklady se stejnou diagonalni matici S2.

e Matice AAT a ATA maji stejna kladna vlastni &isla

2 2
M =5],.., A =5

e Levé singuldrni vektory u; jsou vlastni vektory matice AAT

e Pravé singularni vektory v; jsou vlastni vektory matice ATA



s w7

Singularni &isla nékterych matic

e Ortogondlni matice ma vSechna singuldrni &isla rovna 1
. - o 1 24 c s -
e Hilbertova matice A = [Tj—l] Fadu n je reguldrni a napft.

i
pro n = 100 plati

s1 = 2.1827, ..., 5100 = 1077

e Cernobily obrazek bigla je matice 3456 x 4608 s plnou
fadkovou hodnosti, singuldrni ¢isla jsou v grafu s log;q stupnici




Vlastnosti SVD

e SVD existuje pro libovolnou matici A € R™*"

e Pro jeho vypolet se pouZivaji specializované metody,
prevod na spektralni rozklad neni vypocetni vhodny

e Poctet nenulovych singuldrnich &isel matice A = rank A,
ale spiSe se pro malé ¢ > 0 uvaZuje numericky rank

max {i | s; > ¢}

e V numerickych vypoctech je dileZitou charakteristikou
stability ¢islo podminénosti matice A, coZ je pomér

S1
Sr
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Aplikace SVD




NejbliZsi matice nizsi hodnosti pomoci feseni PCA

Low rank approximation pro matici A ¢ R™*"

min {||A — B||? | B € R™", rank B < k}

rmgY = (rng X)+

mgX = (rgY)*

bj = XCj = XXTaj
wlaj — byl = [YYTa] = [Yay]|

v
\
\

>a;

<yl = XX 8y = X ay|

Minimum je B* = XXTA, kde X = [vg - - - v] je matice vlastnich
vektort odpovidajicich k nejv&t§im vlastnim &isliim matice AAT.
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Nejblizsi matice nizsi hodnosti pomoci SVD

AcCR™" A= USVT, S1> > 8y, p= min{m, n}

Véta (Eckart-Young)
Nechf k < p. Reenim dlohy
min {|A — B||? | B € R™", rank B < k}
je matice
= US,V' = slulvlT + et skukvz7

kde Sy = diag(s1, - .-, sk, 0) € RP*P.
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MéFime kvalitu aproximace

Tvrzeni

Pro kazdou matici A € R™*" hodnosti r plati

Al = /s + -+ 2.

Relativni chybu aproximace matice A matici hodnosti nejvyse k
uréime ze singularnich &isel matice A:

e Pro k=1,...,r —1 dostaneme
JA =B _ [+t
A $+ o+
e Pro r < k < p trividlné plati B* = A a chyba je 0
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Komprese obrazku bigla pomoci SVD

k = 200, chyba 4%, 200 x (3456 + 4608) Original 3456 x 4608
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PCA pomoci SVD

Matice A = [a1...a,] € R™*" ma ve sloupcich datové vektory a;,

predpokldddme a = 0. Promitdme je na podprostor dimenze k.

Regeni
1. Spotti redukované SVD A = USVT, kde s; > --- > Sp

2. Oznat X = [uy ... u,] € R™<K

3. Levé singuldrni vektory u; (vlastni vektory matice AAT) tvoii
ortonormadlni bazi hledaného podprostoru dimenze k

4. Soutadnice promitnutych bodii jsou sloupce matice XTA

5. Optimélni hodnota dlohy (absolutni chyba) je SEH + et sf,

ii5)



Ptiklad (1)

n = 3 recenzenti hodnoti m = 4 filmy body 0,...,5.
Po normalizaci priiméry dostaneme A a kovarianéni matici:

5 4 1 1.67 067 —2.33
5 5 0 | 167 167 —3.33
0 0 5|’ - |-1.67 —-167 3.33
1 0 4 —0.67 —1.67 2.33

280 3.89 —3.80 —256
IpAT_ | 389 556 556 —3.89

g ~3.890 —556 556 3.89
—256 —3.89 3.89 2.89

Hodnoty kovarianci naznaluji, Ze existuji k = 2 typy filma.
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Ptiklad (2)

e Pomoci SVD matice A = USVT dostaneme levé singularni
vektory U = [uj up u3], jsou sefazeny podle singuldrnich &isel
S1 = 7.05, So = 1, 53 = 0

e PCA pro k = 2: klademe X = [u; uz] a matice sou¥adnic
datovych vektorti promitnutych do span(uy, uz) je

XTA =
~071 071 O

—2.88 —2.88 5.74]

e Chyba aproximace je s3 =10
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Eigenfaces (1)

Datové vektory ay, ..., a, jsou fotky obli¢eji (m pixeld)
P¥edpoklad: Matice A = [a;...a,] € R™*" spliiuje A1 =0

Matice levych singuldrnich vektorii X = [uy - - - u,] € R™<K

obsahuje k charakteristickych oblicejii

Novou fotku ¢ € R reprezentujeme v novych sou¥adnicich

XTc € R¥ a nalezneme nejblizsi sloupec v XTA € RF*"
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Eigenfaces (2)

b) Eigenfaces

o
+5.3% B 2.4%

(c) Projection

Obréazek: Solomon - Numerical Algorithms
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Ortogonalni Prokrustiiv problém (Point Cloud Alignment)

https://simonensemble.github.io/posts/2018-10-27-orthogonal-procrustes/

e Matice A=[a;...a,] e R™"aB=[b;...b,] € R™*"
e Hleddme ortogonalni matici X € R™*™ minimalizujici

> lIXa; —bj|*> = | XA - B>
i=1

Optimalni Feseni
X* = UVT, kde BAT = USVT je redukované SVD
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