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Vlastni ¢&isla a vlastni vektory v optimalizaci

RM*M ¥e&ime nekonvexni tlohu

e Pro symetrickou matici B €
T _
max {x' Bx | ||x|| =1}
xeR™
o UkaZeme, Ze optimalnim ¥eSenim je vlastni vektor odpovidajici
nejvétsimu vlastnimu &islu matice B
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Pt¥iklad: prolozeni bodii linearnim podprostorem dimenze 1

e Pfedpoklad: data aj,...,a, € R™ leZi pfiblizn& na p¥imce
sméru x € R™ prochazejici potatkem, kde ||x|| =1

e Piseme A =[a;...a,]

e |ze ukdzat, Ze nezndmy smér x je optimalnim ¥eSenim ulohy

maximalizuj x" AAT x za podminky [|x|| =1, x € R™
B



Spektralni rozklad



Vlastni &isla a vlastni vektory

Necht pro matici A € R"*", nenulovy vektor v € C" a A € C plati

Av = ).
Pak A je matice A a v je prislusny .
A je vlastni ¢islo v je vlastni vektor
det(A —Al) =0 v € null(A — Al)

matice je mnoZina vSech jejich vlastnich &isel.



Diagonalizovatelné matice

Definujme

A = diag(A1,...,A\n) a V=|vi...vp].

e Plati AV = VA.
o Matice A je pokud je V reguldrni.

Spektralni rozklad

Pro diagonalizovatelnou matici A platf

A =VAV! a A=V 1Av.



Spektralni rozklad symetrické matice

Véta
Symetrickd matice A € R™"” m3a v3echna vlastni &isla redlnd

a existuje ortonormalni baze tvorena jejimi vlastnimi vektory.

o AL 2 A
e Matice V = [v;i...v,] je ortogondlni
o Plati
A=VAVT = \jviv] -+ A,

kde matice v,-v,-T jsou ortogonalni projektory na vzdjemné
kolmé pFimky o smérech v;



Spektrélni rozklad A = VAV nazorné
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Jak podcitat vlastni &isla?

QR algoritmus (Francis, 1961) je zakladem soudobych efektivnich
metod na vypoclet vlastnich &isel matice A.

1. A=A, i =0
2. Dokud neni splnéna ukonéovaci podminka:
2.1 Sestroj QR rozklad, A; = QR

22 A1 =RQ
23 i=1i+1
Tvrzeni
Matice Ag, Ay, ... maji stejné spektrum.



QR algoritmus — ukazka

e Posloupnost Ag, A1, ... konverguje témérF ve viech pFipadech
k blokové horni trojtihelnikové matici s bloky o velikosti 1 a 2

e Pro ndahodnou matici A ¥adu 500 dostaneme Asgg, Asgg, Axogo:




Kvadratické funkce a formy




Kvadratické funkce vice proménnych

je polynom f: R"” — R stupné 2,
f(x) =x"Ax+b'x+c,

kde A € R™" je symetrickd, b€ R" a c € R.

je homogenni polynom f: R" — R stupng& 2,

f(x) =x"Ax = z”: Zn: ajjxiX;.

i=1 j=1

Poznamka

Pro kazdou kvadratickou formu s matici A € R"*" je matice

T . , , T
ATA- symetrickd a plati xT Ax = xT AtA-x.



Pozitivhé semidefinitni matice

Matice A € R™" je , pokud

x'Ax >0 pro kazdy x € R".

Tvrzeni

Pro symetrickou matici A € R™™" jsou tato tvrzeni ekvivalentni.

1. A pozitivné semidefinitni.
2. Vlastni &isla matice A jsou nezaporna.
3. Existuje matice B € R™" takova, e A = B'B.

4. Vsechny hlavni minory matice A jsou nezaporné.
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Pozitivnhé definitni matice

Matice A € R™" je , pokud

x"Ax >0 pro kazdy x € R"\{0}.

Tvrzeni

Pro symetrickou matici A € R™" jsou tato tvrzeni ekvivalentni.

1. A pozitivné definitni.
2. Vlastni &isla matice A jsou kladna.
3. Existuje reguldrni matice B € R"*" takovd, e A = B'B.

4. VSechny vid¢i hlavni minory matice A jsou kladné.
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Negativné semidefinitni a indefinitni matice

Matice A € R™" je

e negativn& semidefinitni, pokud xTAx < 0 pro ka?dé x € R",
e negativné definitni, pokud xTAx < 0 pro kazdé x € R"\{0},
e indefinitni, existuje-li x,y € R" tak, e xTAx < 0 < y'Ay.

Pozorovani

A je negativné definitni, prdvé kdyZ —A je pozitivné definitni.
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Choleského rozklad

Véta

Necht A € R"™" je symetrickd. Je-li A pozitivn& semidefinitni,
potom existuje dolni trojihelnikovd matice L € R"*" tak, Ze

A=LL".

Je-li A pozitivné definitni, je takovd matice L jedina.

Aplikace pro symetrickou pozitivné definitni matici A:

e Redeni soustavy Ax = b

e |nvertovani matice A
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Extrémy kvadratické formy

Tvrzeni

UvaZujme kvadratickou formu f(x) = xT Ax, kde A € R™".

e Je-li f pozitivné semidefinitni, pak ma f v bodé 0 minimum.
e Je-li f pozitivné definitni, pak ma f v bod& 0 ostré minimum.

e Je-li f indefinitni, pak f nema minimum ani maximum.

Analogicky pro negativn& semidefinitni matice/maximum.
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Ptiklad: kvadratické formy s diagonalni matici pro n =2

g(y) =y Ay = Ay + -+ Aoy
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Diagonalizace kvadratické formy

Tvrzeni

Pro kaZdou kvadratickou formu f se symetrickou matici A
existuje kvadratickd forma g s diagonalni matici A tak, Ze

f(x) = g(V'x),

kde A = VAV je spektralni rozklad.

e Kvadratickou formu f diagonalizujeme substituci y = VTx

e Typ formy g pozndme podle znamének na diagonale A
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Ptiklad: vrstevnice kvadratické formy pro n =2

Elipsa

e Vrstevnice vysky 1 kvadratické formy f(x) = x" Ax s pozitivné
definitni matici A € R? je poototena elipsa

e Elipsa ma osy ve sméru vlastnich vektorli vi a vy

1 1

o vEeVsvs

e Délky poloos elipsy jsou
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