V kazdé tloze muzete predpokladat, ze pracujeme s jazykem predikatové logiky, ve kterém
jsou v8echny zminéné fetézce symbold sentencemi.

Uloha 1 (10 bodti) Rozhodnéte, zda plati nasledujici disledek.

Vo (B(z) = (3yM(z,y) = FyM(y, 2))),
Ve(IyM(y,x) = M(z,x)),

—JzM (z,x)

FVa(B(z) = Yy-M(z,y))

(Vsichni blondati milovnici jsou milovani. Vsichni, kdo jsou milovdni, miluji sami sebe.
Nikdo nemiluje sam sebe. Proto blondati nikoho nemilugi.)
Pokud dusledek plati, provedte dukaz prirozenou dedukci. Pokud ne, sestrojte interpre-

taci, ktera to ukazuje.

Uloha 1 (10 bodti) Rozhodnéte, zda plati nasledujici disledek.

Va(S(z) = Vy(K(y) = Vi(z,y)

Jz(K(x) AVy(O(y) = V(z,y)

VavyVz((V(z,y) ANV (y,2) = V(z, 2

FVz(S(x) = Vy(Oly) = V(z,y))).

(Kazdy slon vdzi vice neZ jakykoli kin. Néjaky kian vazi vice nez jakijkoli osel. Vdzit vice
je transitivni vztah. Proto kaZdy slon vdzZi vice nez jakijkoli osel.)

Pokud dusledek plati, provedte dikaz pfirozenou dedukei. Pokud ne, sestrojte interpre-
taci, ktera to ukazuje.

Uloha 1 (10 bodti) Rozhodnéte, zda je nasledujici mnozina sentenci S splnitelna.
S ={Va(P(z) = 3y(R(z,y) A ~P(x))),
V(=P (z) = Jy(R(z,y) A P(x))),

VavVyVz((R(x,y) A R(y, 2)) = - R(z, z)),
JxVyR(x,y)}.

Pokud je S splnitelna, sestrojte jeji model. Pokud neni splnitelna, odvodte piirozenou

dedukci z S spor.
Uloha 1 (10 bodti) Rozhodnéte, zda plati nasledujici disledek.

VedyM (z,y), Ye((FyM(y,x)) = VzM (z, 2)) = VaVyM (x,y)

Pokud dusledek plati, provedte dukaz prirozenou dedukci. Pokud ne, sestrojte interpre-
taci, ktera to ukazuje.
Uloha 2 (10 bodti) Rozhodnéte, zda je nasledujici mnozina sentenci splnitelna.

S =A{Vavy((-(z =y) A M(z,y)) = ~M(y,z)), VM (a,z),
IYVzM(z,y), Fxy—(x=y)}

Pokud je mnozina S splnitelna, sestrojte jeji model. Pokud neni splnitelné, odvodte pii-

rozenou dedukci z S spor.



Uloha 2 (10 bodi) Rozhodnéte, zda je nésledujici mnozina sentenci splnitelna.

S = {Vavy((P(z) A (z = y)) = ~Q(y)), F=(P(2) AQ(2))}

Pokud je mnozina S splnitelné, sestrojte jeji model. Pokud neni splnitelnéa, odvodte pri-
rozenou dedukei z S spor.

Uloha 2 (10 bodii) Rozhodnéte, zda je nasledujici sentence ¢ splnitelna.

¢ = 3aVy(H(z,y) < —H(y,y))

Pokud je ¢ splnitelnd, sestrojte jeji model. Pokud neni splnitelna, odvodte p¥irozenou
dedukci z ¢ spor.

Uloha 2 (10 bodii) Rozhodnéte, zda plati nasledujici diisledek.
Va(P(z) = Vy(R(z,y) = (=P(y) A Q(y)))),
VW?J((Q( ) A R(z,y)) = (—Q(y) A P(y))),
(

va(P(z) v Q(x))
F=323y((P(2) A Q(2)) A R(z,y))

Pokud dusledek plati, provedte dukaz prirozenou dedukci. Pokud ne, sestrojte interpre-
taci, ktera to ukazuje.

Uloha 3 (10 bodii) Rozhodnéte, zda plati nasledujici diisledek.
P) ANQ(b), Vz(P(z) = = =a) - Q(a)

Pokud dusledek plati, provedte dukaz prirozenou dedukci. Pokud ne, sestrojte interpre-
taci, kterd to ukazuje.

Uloha 3 (10 bodti) Rozhodnéte, zda plati nasledujici disledek.
Jz(P(x) AVy(P(y) =y =) F JzP(x) AVyVz((P(y) A P(z)) =y = 2)

Pokud dusledek plati, provedte dukaz prirozenou dedukci. Pokud ne, sestrojte interpre-
taci, ktera to ukazuje.

Uloha 3 (10 bodt) Rozhodnéte, zda plati nasledujici disledek.
VoIyR(z,y), ~3avyR(z,y) - 3e3yI=((R(z,y) A R(y, 2)) A R(z, 7))

Pokud dusledek plati, provedte dukaz prirozenou dedukci. Pokud ne, sestrojte interpre-
taci, ktera to ukazuje.

Uloha 3 (10 bodi) Rozhodnéte, zda je nasledujici mnozina sentenci S splnitelna.

S = {Va(P(x) = 3y(R(z,y) A —~P(y))),
Va(=P(z) = Jy(R(x,y) A P(y))),

Vavy((P(x) A P(y)) = —R(z,y)),
32-P(z)}.

Pokud je S splnitelna, sestrojte jeji model. Pokud neni splnitelna, odvodte pfirozenou
dedukeci z S spor.



Uloha 4 (10 bodti) 1 bod Sestrojte prosty graf se 4 vrcholy, kazdy vrchol ma stupef 2, a
nejkratsi kruznice v ném ma délku 4 (obsahuje 4 hrany).

1 bod Sestrojte prosty graf s 6 vrcholy, kazdy vrchol méa stupen 3, a nejkratsi kruznice
v ném mé délku 4 (obsahuje 4 hrany).

8 bodu Sestrojte pro kazdé prirozené k > 4 prosty graf, ktery ma 2k vrchola, kazdy
vrchol méa stupenn k, a nejkratsi kruznice v ném ma délku 4 (obsahuje 4 hrany).
(Peclive popiste strukturu grafu. Pojmenujte vrcholy a precisné popiste, které dvo-
jice vrcholi jsou spojeny hranou. Dikladné argumentujte, Ze ve vasem grafu nejsou
kruznice délky kratsi nez 4.)

Uloha 4 (10 bodi) V této tloze se zabyvame neorientovanymi (neohodnocenymi) grafy.

3 body Jaki je maximéalni vzdéalenost mezi dvéma vrcholy v uplném bipartitnim grafu
Ky (v zévislosti na m,n > 0)7

4 body Graf G je souvisly, (ne nutné tuplny) bipartitni graf, ma n vrcholi. Jakd v ném
muze byt nejvyse maximalni vzdalenost mezi dvéma vrcholy?

3 body Jaka je maximalni vzdalenost mezi dvéma vrcholy v kruznici C,, (v zavislosti na
n>2)7

Uloha 4 (10 bodi) Pro neorientovany graf G fekneme, Ze podmnozina C' C E jeho hran
reze GG, pokud odstranénim vSech hran z C' vznikne graf s vyssim poc¢tem komponent
souvislosti.

2 body Je v kazdém grafu G né&jaka podmnozina C' C E jeho hran, ktera ho feze? Nebo
existuje néjaky ,neroziezatelny* graf?

4 body Kolik hran (v zéavislosti na n) ma nejmensi mnozina hran C' C FE, kteréa feze
uplny graf K,,7

4 body Kolik hran (v zavislosti na n) méa nejmensi mnozina hran C' C E, ktera reze
uplny graf Ko, (ktery méa 2n vrcholi) na dvé stejné velké komponenty souvislosti
(majici obé n vrcholi)?

Uloha 4 (10 bodi) 4 body Sestrojte dva neisomorfni grafy o sedmi vrcholech, ve kterych
maji vSechny vrcholy stupen 2.
6 bodt Lze sestrojit ¢tyti neisomorfni grafy o osmi vrcholech, ve kterych maji vSechny

vrcholy stupen 27 Pokud ano, sestrojte. Pokud ne, podrobné vysvétlete.

Uloha 5 (10 bodi) Dokaite, Ze v kazdém stromu s alespoii dvéma vrcholy existuji alespoii
dva vrcholy stupné 1.

Uloha 5 (10 bodi) V této tloze se zabyvame neorientovanymi 2-requldrnimi grafy (grafy, v
nichZ maji v8echny vrcholy stupen 2).

4 body Kolik nejvyse komponent souvislosti muze mit prosty 2-regularni graf bez smy-
cek?

3 body Kolik nejvyse komponent souvislosti muze mit 2-regularni graf bez smycek? (Pa-
ralelni hrany jsou povoleny.)

3 body Kolik nejvyse komponent souvislosti mize mit 2-regularni graf? (Paralelni hrany
a smy¢ky jsou povoleny.)



Uloha 5 (10 bodt) Kolik nejvyse hran miize obsahovat orientovany graf H o n vrcholech,
ktery lze topologicky ocislovat? Pro kazdé kladné prirozené n takovy graf podrobné po-
piste.

Uloha 5 (10 bodi) Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni: Existuje graf, ktery ma presné
dveé kostry.

Pokud tvrzeni plati, naleznéte piiklad takového grafu. Pokud tvrzeni neplati, dokazte.

Uloha 6 (10 bodi) V neorientovaném grafu nazveme hranu e mostem, pokud se po jejim
odstranéni z grafu zvysi pocet komponent souvislosti.

1 bod Sestrojte souvisly nediskrétni graf, ktery neobsahuje zadny most.

1 bod Sestrojte souvisly nediskrétni graf se ¢tyfmi vrcholy, ve kterém je kazda hrana
mostem.

2 bod Sestrojte graf, ktery obsahuje kruznici a most.

6 bodu Dokazte ¢i vyvratte nasledujici tvrzeni. Pro kazdy neorientovany graf G' a kazdou
jeho hranu e plati: pokud je e obsazena v néjaké kruznici, pak to neni most.

Uloha 6 (10 bodi) Graf G lze vyjadiit jako sjednoceni dvou grafit A a B, jejichz prinikem
je kruznice délky 3 (trojuhelnik). Graf A i graf B maji barevnost 4. Lze ¢tyifmi barvami
nutné obarvit i graf G7 (Pokud ano, dokazte. Pokud ne, sestrojte trojici grafa A, B, G
slouzici jako protipiiklad.)

Uloha 6 (10 bodt) Hranu e v neorientovaném grafu G nazveme mostem, pokud jejim odstra-
nénim vznikne graf s vy$sim poc¢tem komponent souvislosti. Rozhodnéte, zda eulerovsky
graf muze obsahovat most. Pokud ano, sestrojte takovy graf. Pokud ne, dokazte.

Uloha 6 (10 bodi) Dokazte, Ze kazdy orientovany acyklicky graf obsahuje néjaky vrchol v,
pro ktery plati
d"(v) = 0.

Znacenim d°“t(v) se mysli takzvany vystupni stuperi vrcholu v.
Y y vy



