Ptfirozend dedukce ve vyrokové logice

Konjunkce a implikace
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Ptiklady ilustrujici odvozovaci pravidla

Ptiklad. Dokazme logicky tisudek

a/Ab, b=ctec.

Diikaz.
1. aAb P
2. b=c P
3. b e/\p, 1
4. ¢ e=,3,2

Ptiklad. Dokazme logicky tisudek

a=b,b=c aFbAec.

Diikaz.
1. a=b P
2. b=c P
3. a P
4. b e=,3,1
5. ¢ e=, 4,2
6. bAc iN 4,5

e/\z



Ptiklad. Dokazme logicky tisudek

Diikaz.

a=b,b=cFa=c.

1. a=b P

2. b=c P

3. | a P

4. | b e=,3,1
5 | ¢ e=, 4,2
6. a=c 1=,35

Ptiklad. Dokazme logicky tisudek

Diikaz.

a=b, c=d,+F(aNc)= (bAd).

a=>b P
b=c P

alc P

a e/\1,3
c e/\n, 3
b e=,4,1
d e=, 5,2
bAd iN, 6,7

¥ 0 NSl PN

(aNc)= (bAd) i=, 3-8

Ptiklad. Dokazme logicky tisudek

Diikaz.

at a.




Ptiklad. Dokazme logicky tisudek

Fa=a.
Diikaz.
L | a P |
2. a=a i=,1-1
O
Ramecky je obcas nutné vnorovat.
Ptiklad. Dokazme logicky tisudek
(aAb)=ctka= (b=c).
Diikaz.
1. (aAb)=c P
2. a P
3. b P
4. a/Ab iN, 2,3
5. C e=,4,1
6. b=c i=, 3-5
7. a=(b=c) i=,6 26
O

Pomocné pravidlo iterace umoziuje na fadku zopakovat tvrzeni, které
jizbylo odvozeno dfive a které je z daného fadku viditelné (tj. neleZzi mimo
scope, tedy obor platnosti daného fadku).

Ptiklad. Dokazme logicky tisudek

Fa= (b= a).

Diikaz.
1. a P
2. b P
3. a it, 1
4. b=a i=,2-3
5. a=(b=a) i=, 14



Disjunkce
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Priklady ilustrujici pravidla pro disjunkci

Ptiklad. Dokazme logicky tisudek

Diikaz.

Piiklad. DokaZme logicky tisudek

Diikaz.

W N oGP

aVb, a=(cNd), b=drd

aVb

a= (cAd)

b=d

a

c/A\d

P
P
P
P

e=,4,2
e/\z, 5

P
e=,7,3

SANRCLEN N i e

ol o

eV,1,4-6,7-8

aVbrFbVa.

aVb

P

a
bVa

P
iVo, 2

b
bVa

P
iV, 4

bVa

eV,1,2-3,4-5

4

eV



Negace a absurdita (spor, ,false”)

Spojka

L

Zavedeni spojky
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Eliminace spojky

e
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Ptiklady ilustrujici pravidla pro negaci a absurditu

Piiklad. DokaZme logicky tisudek

Diikaz.

a=b, a= bk —a.

1. a=b» P

2. a=-"b P

3. | a P

4. | b e=, 3,1
5. | —b e=,3,2
6. | L e, 4,5
7. —a i—, 3-6

Ptiklad. Dokazme logicky tisudek

Diikaz.

a=bkFk—-b= —a.



1. a=D> P
2. —b P
3. a P
4. b e=,3,1
5. 1 e, 4,2
6. —a i—, 3-5
7. —b=—a i=,2-6
O
Ptiklad. Dokazme logicky tisudek
aVb, bl a.
Duikaz.
1. aVb P
2. —b P
3. | a P |
4. | b P
5| L e, 4,2
6. | a el,5
7. a eV, 1, 3-3,4-6
O
Ekvivalence a verum (,,true”)
Spojka Zavedeni spojky Eliminace spojky
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Nepiimy diikaz

Do této chvile jsme zavedli pravidla pfirozené dedukce pro takzvanou in-
tuicionistickou vyrokovou logiku. Nase posledni pravidlo, eliminace dvojité ne-
gace, upravi chovani spojky negace:

4(&_‘_| e—|—|
©

Ptiklad. Dokazme logicky tisudek
—(a/Ab)F—aV —b.

Diikaz.

1. —(a/\Db) P

2. —(—aV—b) P

3. —a P

4, —aV —b iVy, 3

5. il e, 4,2

6. ——a i—, 3-5

7. a e, 6

8. —b P

9. —aV —b iVy, 8
10. il e—, 10,2
11. ——b i—, 8-10
12. b e—, 11
13. a/\b iN, 7,12
14. L e—, 13,2
15. ——(—aV—-b) i-,2-14
16. —aV —b e—, 15

O

Uzitim pravidla e——lze dokazat korektnost odvozeného pravidla: pra-
vidla vylouceného tietiho (anglicky law of excluded middle, LEM):

————— LEM
Ve
Pfiklad. DokaZzme logicky tsudek

FoV—o.
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Diikaz.

L. | —(eV—e) P

2. © P

3. oV iVy, 2
4. 1 e, 3,1
5. () i—, 2-4
6. oV iVp, 5
7. 1 e, 6,1
8. —— (V) i~ 1-7
9. oV e, 8

O

Pozndmka. Pravidlem e——lze téZ odvodit pravidlo ,dikazu sporem?”,
takzvané reductio ad absurdum (RAA):

-

L
®

Pozor! Toto pravidlo neni totozné s pravidlem zavedeni negace, i kdyZ vypada

podobné. V klasické matematice se vsak ditkazové postupy odpovidajici

zavedeni negace (dtkaz negace) a diikazu sporem (reductio ad absurdum)
obvykle nerozlisuji, nebot’ klasicka logika rozdily mezi nimi stira.

RAA

Pozndmka. Nabizi se otdzka, pro¢ nezavést nasledujici pravidlo zavedeni
dvojité negace (oznacené tfeba i——)

@ i

kdyZ jsme zavedli pravidlo eliminace dvojité negace e——. Toto pravidlo,
ac¢ korektni, 1ze odvodit z jiz zavedenych pravidel:
1. o P
2. | —o P
3. | L e, 1,2
4 - i,23

Na nasledujici strané naleznete soupis vSech pravidel pfirozené de-
dukce zavedenych na pfednésce.



Spojka Zavedeni spojky Eliminace spojky
A o v @ A oA
oAU i\ © e/\1 ¥ €/\2
@ v
V —2—ivy iv : :
vV 2
eV oV oV 1 X X
X eV
¢
N : ¢ o=V
P v
PG
(@) b
o : P @©¢G@1 o P ¢e©2
P 0] P ®
PR is
@)
- : L P e
N 1
=p I
T ?iT neni
1L i L
neni o el
— (netfeba) j(%iﬁﬁ ;;(&eﬁﬁ

Pomocné pravidlo: pravidlo iterace (it).
Odvozené pravidlo LEM (zdkon vylouceného ttetiho, tertium non datur):
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0.1 Ekvivalence a negace jako ,syntactic sugar”

Spojka ekvivalence (<) je v naSem jazyce v jistém smyslu ,nepotfebna”:
muZeme ji chapat jako konjunkci dvou implikaci (tedy tak, jak ji v mate-
matice obvykle pouZivdme). K formalisaci naseho pozorovani zavedeme
pojem logické ekvivalence:

Definice. Rekneme, Ze formule ¢ a \ jsou logicky ekvivalentni, pokud plati
@ 1 asoucasné P - @.

Ptiklad. Necht' ¢ a 1 jsou dvé formule vyrokové logiky. Dokazme, Ze
formule ¢ & P a (¢ = P) A (P = @) jsou logicky ekvivalentni.

Diikaz. Sestrojme nejprve diikaz

e (o=UP)AMN= o).

1. eo&Y P

2. @ P

3. | VP esq,2,1
4. o= i=,2-3
5 1 v P

6. | @ esH, 1,5
7. V=0 i=, 5-6

8. (¢p=V)N(W=9) iN47

Nyni sestrojme dtikaz

(@=P)IN[=0)F @)

L (¢e=V)ANb=9) P

2. =1y e/\, 1

3. Vv=o0 e/\y, 1

4. | o P

5. | ¥ e=,4,1

6. | P P

7. | @ e=,6,3

8. o<v i<, 4-5, 6-7
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Podobné je také mozné ,vypustit” logickou spojku negace:

Ptiklad. Necht je ¢ formule vyrokové logiky. DokaZme, Ze formule —¢ a
¢ = L jsou logicky ekvivalentni.

Diikaz. Sestrojme nejprve diikaz

—pF o= 1
1. —o P
2. | @ P
3. | L e, 2,1
4., ¢o=1 i=,2-3
Nyni sestrojme diikaz
©=1F—o.
1. =1 P
2. @ P
3. | L e=,2,1
4. —o i—, 2-3

O]
Pro¢ byly pfedchozi dva diikazy trividlni? Pravidla pro zavedeni a eli-

minaci negace pfesné odpovidaji pravidlam pro préci s implikaci ve spe-
cidlnim piipadé, kdy za formuli 1\ dosadime formuli L.
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