Predikatova logika

11. dubna 2024

Tento text slouZi jako kompilace pfiprav k pfednaskam z predikatové logiky predmétu
Logika a grafy. Omluvte prosim mirnou nevyvazenost textu: pribéznym dopliiovdnim po-
drobnosti mohou nékteré sekce ptisobit celkem pIné, zatimco nékteré sekce jsou zatim stale
pouhé lecture notes k pfednaskam.

* V sekci 1 zavedeme syntax predikatové logiky.
¢ Sémantiku predikatové logiky zavadime v sekci 2.

* Sekce 3 popisuje diikazovy systém prirozené dedukce v predikatové logice.

1 Syntax predikatové logiky
sec:syntax-pl
Po celou dobu budeme pracovat s mnoZzinou

Var

proménnych, po které poZadujeme, aby byla spocetnd (tedy aby existovala bijekce b : Var —
IN). Pfesny obsah mnoziny Var pro nds neni piili§ podstatny, vZdy ale pfedpokladdme, Ze v
mnoZziné Var jsou alespoii symboly

X Y,Z,X0, X100 s Xn1ye e e

které muzeme pouzivat bez dalSich komentaiti. Pouze v pfipadé nejasnosti, napt. pouzi-
vani zvlastnich ¢i nestandardnich symbolti, explicitné zmitiujeme, Ze je ndmi dany symbol
chapan jako proménna.

def:jazyk-pl
Definice 1.1. Zadat jazyk £ predikditové logiky znamena specifikovat tfi (vzajemné disjunktni)
mnoZiny symbolii:



1. Mnozinu
Pred

predikdtovijch symbolii spolu se specifikaci arity kazdého predikatového symbolu:

ar: Pred = IN

2. Mnozinu
Func

funkénich symbolii spolu se specifikaci arity kazdého funkéniho symbolu:

ar : Func — IN-

3. MnoZinu
Kons

konstantnich symbolii.
pozn:arity
Poznamka 1.2 (Arity). 1. Konstantnim symboltm nepfifazujeme aritu. Pfi jejich interpre-
taci (viz sekci 2) jimi budeme odkazovat na konkrétni objekty.

2. Funkénim symboltim pfifazujeme kladnou aritu. Unérni (1-4rnf) funkéni symboly bu-
dou interpretovany jako funkce jednoho argumentu. Binarni (2-arni) funkéni symboly
budou interpretovany jako funkce dvou argumentt.

Neékteti logici dovoluji specifikovat i funkéni symboly nuldrni (0-arni). Takové funkéni
symboly by byly interpretovany jako funkce o nula argumentech. V dtsledku se ta-
kové funkce chovaji jako konstanty. Nasim pfistupem je forméIné zakazat 0-arni funkéni
symboly, a misto toho pracovat s konstantnimi symboly.

3. Predikatové symboly ndm budou umoznovat popis vlastnosti (matematickych) objektti
(pomoci undrnich predikatovych symbolti) a vztahii mezi nimi (pomoci binarnich, ter-
narnich, ..., predikatovych symbolt). UmoZziiujeme specifikaci nuldrnich predikéto-
vych symbolf. Tyto symboly budou interpretovdny podobnym zptisobem jako ato-
mické formule ve vyrokové logice.

def:term
Definice 1.3. MnoZina termii jazyka £ je zaddna néasledujici BNF:

to=x|c|f(ty,...,th),

kde x oznacuje proménnou, ¢ konstantni symbol a f n-arni funkéni symbol. Tuto mnozinu
znatime Term(L).



def:atomicka-formule
Definice 1.4. MnoZina atomickych formuli jazyka £ je zaddna nasledujici BNF:

A= P(tl,...,tn) | tl = tz,

kde P oznacuje n-arni predikatovy symbol a ty, ..., tn 0znacuje termy:.
def:formule-pl
Definice 1.5. MnoZina formuli jazyka £ je zaddna nasledujici BNF:

Feo=L|TIA|HIFAFR[I(FVE)I|(F=F)|(F<F)|(vxF) | (3xF),

kde A oznacuje atomickou formuli a x oznacuje proménnou.

prikl: jazyk-pl
Piiklad 1.6. Uved'me piiklad jazyka predikatové logiky. Jazyk £ zaddme volbou predika-
tovych, funké¢nich a konstantnich symbold, a u predikdtovych a funkénich symboli specifi-
kujeme jejich arity. Necht’

1. Pred ={S,P,M}, ar(S) = ar(P) =1, ar(M) = 2.

2. Func ={m}, ar(f) = 1.

3. Kons ={p,j}.

Uved'me piiklady termi z tohoto jazyka (x,y, z € Var):

1. x je term, nebot’ je to proménna.

2. m(y) je term, nebot’ y je proménné (tedy term), a m je undrni funkéni symbol.

3. m(m(p)) je term, nebot’ p je konstantni symbol (a tedy term), a m je undrni funkéni
symbol.

4. Retézec xm(( neni term.

Uved'me piiklady atomickych formuli jazyka £:
1. M(z,y) je atomicka formule.

2. M(x, m(x)) je atomickd formule.

3. P(m(m, (p))) je atomickd formule.

1. VxS(x).

2. Vx(P(m(x)) = S(x)).



3. YyM(x,y).

4. YxIy(m(x) =vy).
pozn:syntakticke-stromy-podformule-pl
Poznamka 1.7 (Syntaktické stromy, podformule). Formule Vx(P(m(x)) = S(x)) md syntak-

ticky strom
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Formule ¥x3y(m(x) = y) mé nasledujici podformule:
1. ¥x3dy(m(x) =y).
2. y(m(x) =y).



3. m(x) =vy.
Retézce m(x), y a x nejsou podformule této formule, nebot’ to jsou samy o sobé ternmy, nikoli

formule.
def :volne-promenne

Definice 1.8. MnoZina volnych proménnych v termu t, znaceno free(t), je definovédna rekur-
sivné:

1. free(x) = {x} pro kazdou proménnou x.
2. free(a) = 0 pro kazdy konstantni symbol a.

3. free(f(ty,..., tn)) = free(t;) U- - - Ufree(t,) pro kazdy n-arni funkéni symbol f a termy
t,...,th-

Mnozina volnych proménnych v atomické formuli ¢, znaceno free(¢), je definovdna nasle-
dovné:

1. free(P(ty,...,tn)) = free(t;) U--- U free(t,) pro kazdy n-arni predikatovy symbol P a
termy tq,..., th.

2. free(t] = tp) = free(t) U free(ty) pro kazdou dvojici termi ty, t5.
Mnozina volnych proménnych ve formuli ¢, zna¢eno free(¢), je definovana nasledovné:
1. free(L) = free(T) = 0.
Pro kazdou atomickou formuli ¢ je free(¢) definovéano vyse.
free(—@) = free( ).
free( A P) = free(@) U free().
free( V) = free(@) U free().
free(@ = 1) = free(@) U free(V).
free(p < ) = free(@) U free().
free(Vx @) = free(p) \ {x}.
free(3x @) = free(p) \ {x}.

o ® N ke WD

def:vazane-promenne
Definice 1.9. MnoZina vdzanych proménnych v termu t, znaeno bound(t), je definovana
vzdy jako prdzdna mnoZina. MnoZina vdzanych proménnych v atomické formuli ¢, zna-
¢eno bound(¢), je definovana vzdy jako prdzdnd mnoZina. MnoZina vdzanych proménnych
ve formuli ¢, znac¢eno bound(¢), je definovdna nasledovné:
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—

bound(_L) = bound(T) = 0.

Pro kazdou atomickou formuli ¢ je bound(¢) definovano vyse.
bound(—¢) = bound(¢).

bound(¢ A1) = bound(@) U bound(1).

bound(¢ V1) = bound(@) U bound(1).

bound(¢@ = V) = bound(@) U bound().

bound(¢ < V) = bound(¢) U bound().

bound(Vx @) = bound(¢) U{x}.

O ® N ke N

bound(3x @) = bound(@) U {x}.

pozn:vyskyty-promennych
Poznamka 1.10. Casto budeme potiebovat hovofit o konkrétnim vyskytu dané proménné ve
formuli.

1. Ve formuli ¢ = Vx(P(m(x)) = S(x)) se proménnd x vyskytuje dvakrat: jednou v pod-
formuli P(m(x)) a jednou v podformuli S(x). V samotném kvantifikdtoru Vx nebe-
reme znak x jako vyskyt proménné x. Oba vyskyty proménné x ve ¢ jsou volné. Plati
free(@) = () a bound() = {x}.

2. Ve formuli 1} = VyM(x,y) se proménnd x vyskytuje jednou, a to volné: pfi priichodu
syntaktického stromu smérem od x ke kofeni ,nenarazime” na Zadny kvantifikator,
ktery by x vazal. Proménna y se vyskytuje jednou, a to vdzané: v syntaktickém stromu
formule 1 se y vyskytuje pod obecnym kvantifikdtorem Vy, ktery proménnou y véaze.
Plati free(\) = {x} a bound() = {y}.

3. Uvazujme formuli x = P(y) AVyM(y,y). V této formuli se proménnd y vyskytuje
trikrat, z toho jednou volné a dvakrat vazané. Plati free(x) = bound(x) = {y}.
def:sentence

Definice 1.11 (Sentence). Formuli ¢, pro kterou plati free(¢) = (), nazyvame sentence.

2 Sémantika predikatové logiky
def : smmenprkaape
Definice 2.1. At' £ je jazyk predikatové logiky. Interpretace J jazyka £ sestava z

1. mnoZiny U (takzvaného universa),

2. ptifazeni [], které



(a) symbolu P € Pred arity ar(P) =n > 1 pfifadi mnozinu
[Pl cur,
symbolu P € Pred arity ar(P) = 0 pfifadi pravdivostni hodnotu 0 nebo 1,
(b) symbolu a € Kons pfifadi prvek
[a] €U,
(c) symbolu f € Func arity ar(f) = n pfifadi zobrazeni

[f] : U™ — U.
pozn:hodnoty-promennych
Poznamka 2.2. PovSimnéme si, Ze ,hodnoty proménnych” nejsou soucésti interpretace.
Praci s proménnymi osvétlime niZe: abychom mohli spravné definovat sémantiku kvanti-
tikator(i, musime s proménnymi zachazet opatrnéji.
prikl:interpretace
Ptiklad 2.3. Jazyk £ vyberme volbou symbol
1. Pred ={S,M}, ar(S) =1, ar(M) = 2.
2. Func = {f}, ar(f) = 2.
3. Kons ={a}.
Definujme interpretaci J ndsledovné:
1. Jako universum U zvolme mnoZinu pfirozenych ¢isel IN (véetné nuly).
2. Necht [S] ={2-k |k e N}a[M] ={(m,n) e NxN|m<n}
3. Necht' [f] : N x IN — IN je s¢itani prirozenych cisel:

[fl(m,n) = m-+n.

4. Necht [a] = 1.

def:parcialni-zobrazeni
Definice 2.4. Necht' A a B jsou mnoziny. Relaci f C A x B nazveme parcidlnim zobrazenim z
A do B, pokud spliiuje pro vSechny trojice prvkt a € A, by, by € B nésledujici podminku:

Pokud (a,by) € fa(a,by) € f, pak by = by.
Parcialni zobrazeni f z A do B znalime

f:A —B.



pozn:parcialni-zobrazeni
Poznamka 2.5. Co znamend mit parcidlni zobrazeni f : A — B pochopime nejlépe, kdyz
definici parcidlniho zobrazeni porovname s definici (klasického, normaélniho, totdlniho, ...)
zobrazeni.

Zobrazeni g : A — B je relace ¢ C A x B takova, Ze pro kaZdé a € A existuje privé
jedno b € B takové, ze (a,b) € g. Fakt, ze (a,b) € g, obvykleji znac¢ime zapisem g(a) = b.
Mnozinu A chdpeme jako mnoZinu vSech vstupnich hodnot pro zobrazeni g, a kazdému
vstupu je pfifazen pravé jeden vystup.

U parcidlniho zobrazeni f : A — B chdpeme A taktéZ jako mnoZinu vSech vstupnich
hodnot. Nemame vsak zajisténo, Ze je pro kaZdou vstupni hodnotu ,definovan vysledek
f(a)”: mhZe existovat a € A takové, Ze pro Zadné b € B neplati (a,b) € f. Stale vSak mame
zajisténo, Ze jakmile pro néjaké a € A existuje b € B takové, Ze (a, b) € f, pak je toto b jediny
prvek z mnoziny B, ktery je s prvkem a ve vztahu f, a tento fakt miizeme znacit f(a) = b
(stejné jako u zobrazeni).

Jako nepfesny slogan mtizeme vySe uvedené zkrétit: parcidlni zobrazeni je v podstaté

zobrazent, jen nemusi mit definovan vystup pro kazdy vstup.
pozn:parcialni-jako-totalni

Poznamka 2.6. UvaZzujme parcidlni zobrazeni
f:A—B.

UZ vime, Ze ne kazdé vstupni hodnoté a € A musi byt pfifazena vystupni hodnota f(a) € B.
Neékterym prvkim a € A vSak vystupni hodnota pfifazena byt maze. Ozna¢me mnoZinu
vSech takovych prvki jako D:

D ={a € A | existuje b € B takové, Ze (a, b) € f}.
Parcidlni zobrazeni f : A — B pak mtiZeme chépat jako (totalni) zobrazeni
f:D—B

definovano stejnym , pfedpisem”: pouze provedeme restrikci mnoZziny A na jeji podmno-
zinu D.

prikl:parcialni-jako-totalni
Ptiklad 2.7. Relace p C Var x IN popsana vyctem dvojic

p=1{(x,3),(y,7)}
miiZe byt chdpéna jako parcidlni zobrazeni
p:Var = IN

X3
y—7,



nebo jako (totdlni) zobrazeni

p:{x,yt— N
X +—3
y—7.

def :kontext-promennych
Definice 2.8. Necht' J = (U, []) je interpretace jazyka £. Kontext proménnych (pro interpre-
taci J) je jakékoli parcidlni zobrazeni

p:Var — U.

Prdzdny kontext znacime
e:Var — U,

a minime tim kontext, ktery nepfifazuje hodnotu Zadné proménné.
Poznamka 2.9. Podle Pozndmky 2.6 mizeme téz kontext proménnych
p:Var—Uu
chéapat jako (totdlni) zobrazeni
p:D — U,

kde D je mnoZzina definovanych vstupti parcidlniho zobrazeni p : Var — U. Viz nap¥. kon-

krétni Pfiklad 2.7.
def:update-kontextu

Definice 2.10. Necht' J = (U, [—]) je interpretace jazyka £. Je-li dan p : Var — U kontext
proménnych (pro J), proménna x € Var a prvek universa d € U, pak kontext

plx :=d]:Var—Uu
y+— p(y) (proy # x, pokud definovéno)
x—d

nazyvame update kontextu p o hodnotu d v x.
def:semantika-termu

Definice 2.11. Necht' J = (U, []) je interpretace jazyka £ a p : D — U kontext proménnych
(D C Var). Pak pro kazdy term t € Term(£), pro ktery plati free(t) C D, definujeme jeho
interpretaci v kontextu proménnich p, znaceno [t],, rekursivné nasledujicim zptisobem:

* [x], = p(x) pro kazdou proménnou x € D,
¢ [a], = [a] pro kazdy konstantni symbol a,

o [f(ty, ..., tn)lp = [f1([t1]p, ..., [tnl,) pro n-arni funkéni symbol f a termy ty, ..., tn.
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prikl:semantika-termu

Piiklad 2.12. Uvazujme interpretaci J z P¥ikladu 2.3. Necht’ D = {x,y} (tedy deklarujme

proménné x a y). Vezméme nyni kontext proménnych

p:D—U
X2
y — 4.

Pak kontext proménnych p[x := 3] je kontext

plx:=3]:D—=U
X3
y — 4.

Kontext proménnych p(z := 3] je

plz:=3]:DU{z} - U
X2
yr—4
z+ 3.

UkaZme nékolik pfikladi interpretace term:
* [xl, =2.
o [fla,y)lp = [fI(lal, lylp) =1+ 4 =5.
* [f(a,z)], neddvd smysl, nebot' z ¢ D.

° [[f(a/ Z)p[z:::}]]] =1+3=4.

pozn:evaluace-termu

Poznamka 2.13. Z pfedchoziho pfikladu by mélo byt patrné, Ze interpretace termu je jeho
evaluace (neboli vyhodnoceni). Mame-li k disposici kontext proménnych, ktery udéva hod-
noty deklarovanych proménnych, pak miizeme kazdy term, ktery vyuziva pouze dekla-
rované proménné, vyhodnotit tak, Ze zaménime proménné za jejich hodnoty, konstantni
symboly za konstanty (tj., jejich interpretace) a funkéni symboly za funkce (tj., taktéZ jejich

interpretace).

def:semantika-atomickych-formuli
Definice 2.14. Necht’ J je interpretace jazyka £ predikatové logiky a necht p : D — U je
kontext proménnych. Fakt, Ze formule ¢ (kde free(¢p) C D) je v intepretaci J a kontextu

proménnych p pravdivd, zna¢ime
j ’:p (P;

a tento vztah definujeme nésledovné:
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* Jkp P(ty,...,tn) pravé tehdy, kdyz ([t4],..., [tn]) € [P]. (Zde @ = P(ty,...,tn), kde P
je n-arni predikatovy symbol.)

o J=p t1 =ty pravé tehdy, kdyz [t1] = [t,].
* J =, A praveé tehdy, kdyz [A] =1 (pro A nularni llo{redikétovg symbol).
1

prikl:semantika-atomickych-formuli-pl
Pfiklad 2.15. Necht' J je interpretace z Pfikladu 2.3 a definujme
p:{x,yt—= N
X2
y— 4

1. Ik, S(y), nebot’ [yl, € [S]: ¢islo 4 je sudé.
2. I =, M(y, f(a,y)), nebot’
(Tylp, [f(a,y)lp) € IM]

plati: (4,1 +4) € [M], protoze 4 < 5.
def :semantika-logickych-spojek

Definice 2.16 (Rozsifeni rekursivni definice sémantiky na formule obsahujici logické spojky).
Necht’ Jje interpretace jazyka £ predikatové logiky a necht’ p je kontext proménnych. Méjme
dvé formule @, \ jazyka £, jejichZ volné proménné jsou v definiénim oboru kontextu pro-
meénnych p. Pak rozsifujeme definici vztahu = nasledovné:

¢ JE, — praveé tehdy, kdyz neplati J =, o (to jest, kdyz J ~, o).
JEp @ A pravé tehdy, kdyz T =y 9 aJ =, ).

I @V pravé tehdy, kdyz J ¥, @ aJ Fp U

I o @ = P pravé tehdy, kdyz J =, @ aJ B, ¥

J Ep @ & P prave tehdy, kdyZ jsou v interpretaci J a kontextu p formule ¢ a 1\ obé
pravdivé, nebo obé nepravdivé.

prikl:semantika-slozenych-formuli-pl
Piiklad 2.17. UvaZujme nasi interpretaci J a kontext proménnych
p:{x,yt— NN
X =2
y — 4.

Plati

T e Sly) = S(f(a,y))?
Ne, protoze formule S(y) se vyhodnoti jako pravdiva a formule S(f(a,y)) se vyhodnoti jako
nepravdiva: ¢islo 4 je sudé ([yl, = 4 a 4 € [S]), ¢islo 5 sudé neni ([f(a,y)l, =1+4=5a
5 ¢ [S]).
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def :semantika-kvantifikatoru
Definice 2.18. Necht’ J je interpretace jazyka £ predikatové logiky a necht’ p : D — U je kon-
text proménnych. Méme formuli ¢ jazyka £, pro kterou plati free(¢p) C D. Pak rozsifujeme
definici vztahu = nésledovné:

* J =, Vxo pravé tehdy, kdyz J =, .—q) @ pro kaZdé d € U.
* J=p Ix@ prave tehdy, kdyz J =, .—q) @ pro alespori jedno d € U.

prikl:semantika-kvantifikovanych-formuli
Ptiklad 2.19. UvaZujme nasi interpretaci J (z Pfikladu 2.3) a kontext proménnych

o:{y}— NN
y — 4.

Plati
JEe VxM(x, f(a,y))?

Musime ovétit, zda
J }:O'[XZ:(H M(x, f(a,y))
pro vSechna d € IN.
* JEg—0 M(x, f(a,y)) plati, nebot 0 < 1 +4.
o JEop—1] M(x,f(a,y)) plati, nebot' 1 < 1+4.

* J Egx=5 MI(x, f(a,y)) neplati, nebot' 5 £ 1+ 4.

Nalezli jsme update kontextu o, ve kterém nebyla formule M(x, f(a,y)) pravdiva, a tedy v
kontextu o neni pravdiva formule VxM(x, f(a,y)).
Formule I3xM(x, f(a,y)) naopak v interpretaci J a kontextu proménnych o pravdiva je:
vyse jsme ovéfili, Ze napi. J =qp.—1) M(x, f(a,y)) plati.
Nyni uvaZujme kontext proménnych
T:{x} >IN
x — 1.

Plati
I+ S(x) VvV IxM(a,x)?

Ano. Prestoze J F~: S(x) (¢islo 1 neni sudé), plati J = 3xM(a, x). UvaZujme update t[x := 2].
V tomto kontextu proménnych je formule M(a, x) pravdiva:

J ':T[xzzz} M(a,x),

12



nebot’ 1 < 2. Pozor na ¢astou chybu: mohlo by se zdét, ze J ¥~ I3xM(a,x), nebot' 1 < 1
(kontext proménné x je 1), ale existen¢ni kvantifikator v nasi formuli ndm umoZriuje pokusit
se nalézt alespor jeden update kontextu t v x takovy, aby v ném nase formule po odstranéni

existen¢niho kvantifikatoru byla pravdiva.
def :pravdivost-sentenci

Definice 2.20. Sentence ¢ je pravdivd v interpretaci J, zna¢ime

ITE o,

pokud plati J =, @, tj., pokud je ¢ pravdivd v prazdném kontextu proménnych ¢ (viz Defi-
nici 2.8).
prikl:semantika-sentenci

Piiklad 2.21. Ovéfme sémanticky dtsledek
J E Vx3yM(x,y)
pro interpretaci J z Pfikladu 2.3. Plati pro kazdé n € IN

J IZE[X::TL} HUM(X/U)7

Ano, nebot’ pro kazdé dané n mtizeme zvolit m € N jako m = n + 1, pro které plati

J )Ze[x::n] [y:=n-+1] M(x,y).

Pro kazdé n € N totiz platin <n +1.
Naopak,
I FyvxM(xy),

nebot’ neexistuje takové m € IN takové, aby platilo

J Fepy=m) VXM (x, y).

To by totiZ znamenalo, Ze pro kazdé n € IN

J ':e[y::m} [x:=n] M(x, Yy ).

Uvazujme vSak n = m + 1. Pak zjevné m +1 £ m.
pozn:vyznam-formuli-pl

Poznamka 2.22. Sentence ¢ je v interpretaci J bud’ pravdiva, nebo nepravdiva. To samé se
nedd automaticky fici o formuli ), kterd obsahuje volné proménné. Co kdyZ je \ v néjakém
kontextu volnych proménnych pravdivé, a v jiném nepravdiva? Jak ¥ici, co je tedy vyzna-
mem formule \ v interpretaci J, pokud to neni pfimocafe pravda ¢i nepravda?

Jednim moZnym feSenim je fici (prozatim jsme neformélni), Ze vyznamem 1 jsou ty hod-
noty z universa U, které po , dosazeni za volné proménné” do formule 1 ,u¢ini tuto formuli
pravdivou”. Tuto myslenku nyni popiSeme piesné.
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def :seznam-deklarovanych-promennych
Definice 2.23. Seznam D = (xj, ..., Xn) nazveme seznamem deklarovanijch proménnijch, pokud
X1,...,Xn € Var (4., vSechny prvky v seznamu D jsou proménné), a Zddnd proménnd se v

seznamu D neopakuje vicekrat.
pozn:proc-seznam-promennych

Poznamka 2.24. Pro¢ zavadime pojem seznamu deklarovanych proménnych? ProtoZe né-
které formule obsahuji volné proménné. Pokud chceme popsat jejich vyznam, musime vol-
nym proménnym pfifadit pofadi. UvaZzujme naptiklad bindrni predikdtovy symbol M (a
neformdlné jako vztahy ,mit rdd”) — pak vyznamem M(x,y) pro seznam D = (x,y) budou
dvojice (a,b), kde ,,a md rdd b”, zatimco vyznamem M(x,y) pro seznam D = (y, x) budou
dvojice (a,b), kde ,, b mé rad a”.

Porovnejte s pojmem uspofddand bize z linedrni algebry.
def:vyznam-formuli-pl

Definice 2.25. Necht' D = (x,...,xn) je seznam deklarovanych proménnych, J interpretace
jazyka £ a @ formule (kde free(@) C D). Pak vyjznam ¢ v J je mnoZina

[l ={(p(x1),...,p(x2)) €U [p: D = U, Tk, ¢}

prikl:vyznam-formuli-pl

Priklad 2.26. UvaZujme interpretaci z P¥ikladu 2.3
1. Necht D = (x,y). Pak
M(x,y)Io = {(p(x), p(y)) € N* | p: D = N, I =5 M(x,y)}
{(n,m) e N?| (n,m) € [M]}
={(n,m) € N? | n < m)
= [M].

2. Necht D = (x). Pak
[M(x,x)Ip ={(p(x)) e N' [p: D — N, T =5 M(x,y)}
={(n) e N | (n,n) € [MI}
{(n) e N'|n<n}
0.

3. Necht D = (x). Pak
[Fy(x = f(y,y)lo ={(p(x)) e N' [ p: D = N, T k=, Jy(x = f(y,y))}

{
{

(n) e N! | existuje m € IN takové, Zen = m+m}

(n) e N! | nje sudé }.

Casto ztotoztiujeme IN! a IN. Poté mtiZeme Fici, Ze

[Fy(x =f(y,y))p ={n € N|njesudé } = [S].
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def:vlastnosti-sentenci
Definice 2.27. Sentence ¢ je splnitelnd, pokud ma néjaky model; je to tautologie, pokude je
kazd4 interpretace jejim modelem; a je to kontradikce, pokud nemd model.

Piiklad 2.28. Formule
@ = VxM(x, f(a,x))

je sentence splnitelna: sta¢i vzit nasi interpretaci J, ta je modelem sentence ¢. Sentence ¢ ale
neni tautologie. (Naleznéte dvouprvkovou interpretaci, kterd to dokazuje!) Naopak sentence

vx(S(x) V —=S(x))

je tautologie. (UkaZte to tak, Ze pro kaZdou interpretaci naseho jazyka £ dokaZete, Ze je v ni
tato sentence pravdiva.)

Definice 2.29. MnoZina sentenci S je splnitelnd, pokud existuje interpretace J, ktera je mo-
delem vsech sentenci ¢ € S (4j., jestlize md model). MnoZzina S je nesplnitelnd, jestlize nema
model.

Ptiklad 2.30.

1. Prdzdna mnozina S = () je splnitelnd, dokonce je kazdd interpretace jejim modelem.

2. Mnozina T = {3xS(x), 3x—S(x)} je splnitelna. Ukazte to na vhodné zvolené dvouprv-
kové interpretaci.

3. Mnozina K = {3x—5(x), VxS(x)} je nesplnitelnd. (Myslenka: bud’ vlastnost S vSechny
prvky dané interpretace maji, nebo vlastnost S néjaky prvek nemd, nelze splnit oboje
zaroven.)

Definice 2.31. Sentence ¢ je sémantickym diisledkem mnoZiny sentenci S , pokud je kazdy mo-
del mnoZiny S také modelem .

Znaceni 2.32. Sémanticky dusledek znac¢ime
SE o.
Pokud S = {1} (tedy S je jednoprvkovd), alternativné mtizeme pouzit znaceni = ¢. Pokud
je S prazdna, miizeme pouzit znaceni = .
prikl:semanticky-dusledek
Piiklad 2.33. Pfikladem sémantického diisledku je
FyvxM(x,y) E VxFyM(x, y).

(Peclivé ukazte, ze kazdy model sentence JyvxM(x, y) je i modelem sentence Vx3yM(x,y).)
V obraceném sméru ale diisledek neplati:

VxFyM(x, y) # JyvxM(x, y).

Pfikladem interpretace, kterd tento dtisledek vyvraci, je nase interpretace J.
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poz:charakterisace-tautologii
Pozorovani 2.34.

1. Sentence @ je tautologie praveé tehdy, kdyz S = ¢ pro kazdou mnoZzinu sentenci S.

2. = o plati pravé tehdy, kdyZ je ¢ tautologie.

3. Mnozina sentenci S je nesplnitelna prave tehdy, kdyz S = ¢ pro vSechny sentence ¢.
4. S = 1 pravé tehdy, kdyZ je S nesplnitelna.

Negacni normdlni forma
subsec:NNF-pl

Pfipomenuti: literdl je atomickd formule nebo jeji negace.

def :negacni-normalni-forma-pl
Definice 2.35. Formule predikatové logiky, které jsou v negacni normdlni formé, specifikujeme
pomoci BNF:

Nuo=L|T][LINAN|[NVN[N=N|N& N|VN]|IxN,
kde L oznacuje literdl.

Algoritmus pro sestrojeni formule v nega¢ni normélni formé z vyrokové logiky mtizeme

NP

snadno rozsifit na formule predikatové logiky: staci oSetfit piipady, kdy pracujeme s kvan-
tifikovanou formuli.

o NNF(Vxih) = VxNNF(1p).
o NNF(Ixh) = IxNNF(1p).
o NNF(=vx1p) = IKNNF(—p).
o NNF(—Ixp) = VxNNF(—p).

prikl:negacni-normalni-forma
Ptiklad 2.36. Uved'me piiklady pfevodu nékolika formuli do nega¢ni normélni formy.

1.
NNF(=Vx(P(x) = K(x))) = IxXNNF(—(P(x) = K(x)))

= Ix(NNF(P(x)) ANNF(—K(x)))
= Ix(P(x) A—K(x)).

— —
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NNF(—=Vx3yR(y, x)) = IXNNF(—3yR(y, x))

= IxVyNNF(—R(y, x))
= IxVy—R(y, x).
3.

NNF(—3IxIyR(x,y)) = VXNNF(—3yR(x,y))
= VxVyNNF(—R(x,y))
= VxVy—R(x,y).

4,

NNF(—=(parentof(x,y) Awoman(x))) = “NNF(parentof(x,y)) V NNF(—woman(x))
= —parentof(x,y) V —woman(x).

Disledek a sémanticka ekvivalence pro obecné formule
subsec:dusledek-pro-obecne-formule

Pojem sémantického disledku a sémantické ekvivalence jsme definovali pro sentence. Daji

se tyto definice ,rozumnym zpusobem” rozsifit i na formule, které obsahuji volné pro-

Vv e

ménné? Uvidime, Ze definice rozsifit 1ze, a Ze se chovaji pfedvidatelnym zptisobem.
def:semanticky-dusledek-obecnych-formuli

Definice 2.37. Méjme jazyk £ predikdtové logiky. Necht' S je mnoZina formuli a ¢ formule
jazyka £, a pfredpokladejme, Ze pro néjakou mnozinu D C Var plati free(@) C D a free(p) C
D pro vSechny \ € S. Pak fekneme, Ze ¢ je sémantickym diisledkem S, a znac¢ime

SEDp o,

pokud pro vSechny interpretace J a viechny kontexty proménnych p : D — U plati:
Pokud pro vsechny \ € S plati J =, ¥, pak J =, @.

prikl:semanticky-dusledek-formuli
Ptiklad 2.38. Ukazme, Ze plati

P(x), vy(Ply) = Q(y)) Fpy Qx).

Pro prazdnou interpretaci nenalezneme zadny kontext proménnych p : {x} — (), neni pro ni
tedy co ovérovat. Necht' J je interpretace s neprdzdnym universem a p kontext proménnych
definovany pfifazenim x — u. Pak J =, P(x) znamend, Ze u € [P]. Platnost J =, Yy(P(y) =
Q(y)) znamend, Ze pro kazdé v € U plati: pokud v € [P], pak v € [Q]. Specidlné pro u tedy
muiiZeme vyvodit, Ze u € [Q]. To ale pfesné znamend, Ze J =, Q(x).
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def:semanticka-ekvivalence-obecnych-formuli
Definice 2.39. Méjme jazyk £ predikatové logiky a formule ¢ a 1 tohoto jazyka, kde freeqp C
D a freep C D. Rekneme, Ze jsou tyto formule sémanticky ekvivalentni, a znac¢ime

® HD 1-|)/
pokud plati
e FEpValkEp .

prikl:semanticka-ekvivalence-formuli

Piiklad 2.40. Necht D = {x}. Plati

—JyR(x,y) Ap Yy—R(x,y).

3 Pfirozena dedukce v predikatové logice

sec:prir-dedukce-pl

Substituce
subsec:substituce

Definice 3.1 (Substituce). Pro proménnou x, term t a formuli ¢ definujeme formuli @[t/x]
jako formuli vzniklou z ¢ nahrazenim vSech volnych vyskytt proménné x ve formuli ¢
termem t.

Ptiklad 3.2. Uved'me nékolik ptiklad{i substituce:
1. P(x)[f(a)/x] = P(f(a)).
2. R(x,y)lf(y)/al = R(f(y),y).
3. (P(y) VVyP(y))la/yl = P(a) V VyP(y).
Poznamka 3.3. V soucasné chvili dokonce mtizeme provést ndsledujici substituci:
(VyR(x, y))ly/zl = VyR(y, y).
Tento zptisob substituce v budoucnu zakdzeme a ukaZeme, proc je nevhodny.

Definice 3.4. Term t je volnij pro proménnou x ve formuli @, pokud se Zadny vyskyt proménné
y € free(t) nestane vazanym ve @[t/x].

Piiklad 3.5. Necht
¢ = YyR(x,y).
Pak term f(z) je ve formuli ¢ volny jak pro proménnou x, tak pro proménnou y, a plati
@lf(z)/x] = YyR(f(z),y),
o[f(z)/yl = VyR(x,y).
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Term f(y) je ve formuli ¢ volny pro proménnou y, ale ne pro proménnou x. Vidime, Ze plati

o[f(y)/yl = YyR(x,y),
olf(y)/x] = VyR(f(y), y).

U problematické substituce jsme podtrhli a oznacili cervené vyskyt proménné y, ktery byl v
termu f(y) volny, ale v @[f(y)/x] je vdzany.
zvyk:legalni-substituce

Zvyklost 1. Ackoli je substituce definovana pro jakoukoli kombinaci termu t, proménné x a
formule ¢, jako legdlni substituci budeme povazovat ppouze takovou substituci ¢[t/x], kde
je term t volny pro proménnou x ve formuli ¢. Jen v takovém piipadé budeme v dal$im
textu pouzivat znaceni @[t/x].

(Rikdme, Ze provedeni substituce ve @ ma jako postranni podminku (side condition) volnost
t pro x.)

P¥irozena dedukce

Pravidla pro logické spojky a konstanty zustavaji zachovana beze zmény z diitkazového
systému pfirozené dedukce pro vyrokovou logiku.

Pravidla pro kvantifikatory

Kvantifikator | Zavedeni kvantifikatoru Eliminace kvantifikatoru
X0
Vx 5 _IXQ evx
@lxo/x] elt/x]
Vo ivx

Tx o[t/x] -

Ixep Ixe X
X edx

Predvedeme vyuziti pravidel eliminace obecného kvantifikatoru a zavedeni existen¢niho
kvantifikatoru.

Ptiklad 3.6. DokaZme logicky tsudek

Vx(C(x) = S(x)), C(s) F S(s).
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1. vx(C(x) = S(x)) P

2. C(s) P

3. C(s) = S(s) evx, 1
4. S(s) e=,2,3

DokaZzme logicky tsudek

1. ¥x(C(x)=S(x)) P

2. C(s) P

3. C(s) = S(s) evx, 1
4. S(s) e=,2,3
5. FyS(y) iy, 4

Ptiklad 3.7. Pfipomerime, Ze u pravidla eliminace obecného kvantifikatoru, tj.,

Vx@
Q[t/x]

je nutné, aby t byl term volny pro proménnou x ve ¢. (Viz Zvyklost 1.)
Pfedvedeme problém, ktery mtiZe nastat, kdyZ na tuto zvyklost zapomeneme. Necht’

eVx

@ =Jy(x <y).

Pak formule Vx ¢ je formule
Vx3y(x < y).

PovSimnéte si, Ze tato sentence je pravdiva v matematické struktufe (IN, <). PouZitim pra-
vidla eVx na sentenci Vx¢ s termem t = y bychom ziskali sentenci

ely/xl =Iyly <vy),

ale tato sentence je ve struktuie (IN, <) nepravdivd. Cilem naseho dtikazového systému je
vérné zachytit pojem diisledku tak, aby souhlasil s pojmem sémantického duasledku, ktery
jsme jiz zavedli. Pravidlo eVx by tedy bez dodrZovéni Zvyklosti 1 bylo nekorektni.

Ptiklad 3.8. Uvazujme formuli
11) - R(XOI UO)/

kde xg a yp jsou proménné. Pravidlo idx umoziiuje z formule 1 odvodit formule

1. IxR(x,yo),
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2. IxR(xp, x).

Pro formuli
X = R (XOI XO)

miizeme pomoci pravidla idx odvodit nejen formuli IxR(x, x), ale taktéz formule
1. IxR(x,xq),
2. IxR(xq, x).
Nyni predvedeme ptiklad vyuZziti pravidla zavedeni obecného kvantifikatoru.

Ptiklad 3.9. DokaZme logicky tsudek

Vx(P(x) = Q(x)), VxP(x) F ¥xQ(x).

1. Wx(P(x)=Q(x)) P

2. VxP(x) P

3. | Xp D

4. | P(xo) = Q(xo) evx, 1
5. | P(xp) evx, 2
6. | Qlxo) e=,5,4
7. ¥xQ(x) ivx , 36

Nyni predvedeme piiklad vyuziti pravidla eliminace existenéniho kvantifikatoru.

Ptiklad 3.10. DokaZme logicky tsudek

Vx(P(x) = Q(x)), FyPly) - 3zQ(2).

1. Wx(P(x)=Q(x)) P

2. JyP(y) P

3. | Yo :P(yo) W

4. | Plyo) = Q(yo)  evx,1

5. | Q(yo) e=, 3,4

6. | 3zQ(z) idz, 5

7. 3zQ(z) edy, 2,3-6
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Deklarované proménné

Definice 3.11. Méjme jazyk £ predikatové logiky. Necht' D C Var je mnoZina deklarovanijch
promeénnyjch. Pak je term t € Term(£) termem v deklarovanijch proménnych D, pokud plati

free(t) C D.
zvyk:deklarovane-promenne
Zvyklost 2. Substituci ¢@[t/x] v diikazu mtZeme provést pouze pro termy t v pravé dekla-
rovanych proménnych D. Pro zavddéné piredpoklady o must platit free(«) C D.

Ptiklad 3.12. UvaZujme jazyk predikatové logiky £ zadany néasledujici volbou symboli:
Pred ={S},ar(S) =1

Func = {-},ar(-) = 2, infixni
Kons = {2}.

Deklarujme proménné D = {x, y}.

1. Termy x, x-y,y-x,x- (x-y),2-x,x- (y-2), dots jsou termy v deklarovanych promén-
nych D.

2. Necht' z € Var,z ¢ D. Termy x - z, 2 - z, atd., nejsou termy v deklarovanych proménnych
D (nebot’ obsahuji nedeklarovanou proménnou z).

UkaZme, Ze
VY S(2-u) By S(2-%).

1. X D

2. y D

3. VuS(2-u) P

4, S(2-x) evu, 3
5.

6.

Obvykle nesmi posledni fadek dtikazu (zde fadek s formuli S(2 - x)) byt uzavien v Zddném
boxu. Nase zadani vSak poZaduje dokazat toto tvrzeni s deklarovanymi proménnymi x a
y. To, Ze tyto proménné ztstdvaji deklarované na konci dtkazu, tedy v tomto pfipadé neni
chyba, ale splnéni zadani.

Naopak, pokud bychom se pokusili o diikaz

Yu 5(2 : u) l_{x,y} 5(2 : Z)
néasledujicim zptisobem:
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1. X D

2. y D

3. vuS(2-u) P

4. S(2-z) evu, 3
5.

6.

selze diikaz na tom, Ze v fddku 4 porusujeme Zvyklost 2: proménnd z neni v boxu obsahuji-
cim faddek 4 deklarovana.

Zvyklost 2 je pro ndas dilezitd: jelikoZ umoziiujeme jazyk predikatové logiky (ktery ne-
obsahuje konstantni symboly) interpretovat i s prazdnym universem, pouzivani nedeklaro-
vané proménné by vytstilo v nekorektni diikazy.

Ptiklad 3.13. Pro logiky, ktefi neuvazuji interpretace s prazdnym universem, plati séman-
ticky dtsledek
VxB(x) E IxB(x).

Pro nés tento sémanticky dusledek neplati: vezméme interpretaci J s universem U = (), kde
[B] = (). Pak J E VxB(x), avsak J ¥ IxB(x).
Zpusob, jakym by logici (porusujice Zvyklost 2) dokazali

VxB(x) - IxB(x)
je nasledujici:
1. VxB(x) P
2. B(y) evx, 1
3. IxB(x) idx,2

Kde se vSak vzala proménnd y? Nikde v dtikazu nebyla deklarovéna, neni tedy termem v
deklarovanych proménnych a jeji substituce je pro nas nelegalni.

Uvazujme (velmi neforméalné), cemu vSemu mtiZe pfedchozi (pro nés nekorektni) diikaz
odpovidat: kdyZ predpokladdme, Ze jsou vSichni jednoroZci bili, znamen4 to, Ze existuje bily
jednoroZzec? To, Ze jsou vSichni jednoroZzci bili, je pravda, pokud zadni jednoroZzci neexistuji
(jako je tomu naptiklad v nasi slune¢ni soustavé). Z faktu, Ze jsou vSichni jednoroZci bili,
bychom tedy ale neméli byt schopni odvodit, Ze takovy jednoroZec existuje.

Nas dtikazovy systém vSak neni nikterak chudsi oproti systémtim ostatnich logikii: chceme-
li za kazdou cenu postulovat, Ze néco existuje, mtizeme napiiklad misto VxB(x) - IxB(x)
dokazovat

VxB(x) Fe IXB(x),

tedy ukézat, Ze pokud maji vSichni vlastnost B, pak ma nékdo vlastnost B — za predpo-
kladu, Ze néco existuje! Zde pfedpoklad existence ,alespori né¢eho” postulujeme deklaraci
proménné e. Ditkaz disledku VxB(x) -, 3xB(x) by pak mohl vypadat napiiklad takto:
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e D
vxB(x) P
B(y) evx,2
IxB(x) idx,3

G L

Alternativné lze pfedpoklad existence zavést taktéZ zcela explicitné nasledovné:

JyT, VxB(x) F IxB(x).

Dtikaz by vypadal takto:
1. T P
2. VxB(x) P
3. Yo : T W
4. | B(yg) evx,2
5. | IxB(x) idx,4
6. IxB(x) edy,1,3-5
Rovnost
Zavedeni Eliminace
Pravidlo pro rovnost | T=¢ 1= b=t olti/x e=

@[ta/x]

Piiklad 3.14. Dokazme

VxS(2-x), VxVy (x -y =y -x) F VzS(z- 2).

1. vxS(2-x) P

2. YxWy(x-y=y-x) P

3. | zo D

4. | S(2-zp) evx, 1
5| YWy(2-y=y-2) evx, 2
6. | 2-zg=2-2 evy, 5
7. | S(zp-2) e=,6,4
8.  Vz§(z-2) ivz, 3-7
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Odvozena pravidla pro rovnost Nasledujici dvé odvozend pravidla miizete v diikazech
pouZzivat jako zakladni.

Symetrie Transitivita

M= gym=
b=t =13

Pravidlo pro rovnost

Korektnost a aplnost

Tvrzeni 3.15 (Véta o korektnosti a tiplnosti). Necht’ £ je jazyk predikdtové logiky, S mnoZina
sentenci a ¢ sentence jazyka £. Pak plati

St ¢ pravé tehdy, kdyz S F o.
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