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Silné souvislé grafy

Definice
Orientovany graf je siln& souvisly, pokud pro kaZdé dva jeho
vrcholy u, v existuje orientovana cesta z u do v (a tudiZ i zpé&t).

Tvrzeni
Orientovany graf je silné souvisly, pravé kdyz je souvisly a kazda
jeho hrana lezi v néjakém cyklu.



Silné souvislé grafy

Definice

Kazdy maximalni podgraf grafu G, ktery je siln& souvisly, se
nazyva komponenta silné souvislosti grafu G (nebo také silné&
souvisla komponenta).

Pozndamka

Komponenta silné souvislosti je jednoznaéné& uréena mnoZinou
svych vrcholii, je to podgraf indukovany danou mnoZinou vrcholi.
Budeme se silné souvislymi komponentami pracovat podle potfeby
jako s mnoZinami vrchold nebo jako s podgrafy.



Silné souvislé grafy

Definice
Necht G = (V, E) je orientovany graf. Kondenzace grafu G je
orientovany graf Gion = (Vikons Ekon), kde

» Vion je mnoZina viech silné souvislych komponent grafu G,

» pro K1 # K; je (K1, K2) € Ekon pravé tehdy, kdyz existuji
vrcholy u,v € V, ue Ky, ve Ky a(u,v) € E.
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Tvrzeni
Kondenzace grafu je vzdy acyklicky graf.

Pozndmka

Zdrojova komponenta orientovaného grafu G je komponenta, ktera
je v kondenzaci Gy, zdrojem (din(K) = 0) a vylevkovd
komponenta je v kondenzaci G, vylevkou (doy:(K') = 0).

KaZdy orientovany graf ma zdrojovou i vylevkovou komponentu.



Prohledavani grafu

Vsuvka: Jak najit komponenty souvislosti neorientovaného grafu?

Pro hleddni komponent souvislosti grafu mizZeme pouZit
prohledavani grafu do hloubky nebo do Sitky.

» Prohledavani grafu do hloubky (DFS = depth first search)
z vrcholu r - jde po vétvi co nejdéle, pak se vraci a hleda
odbocky, navstivené vrcholy dava do zdsobniku;

» Prohledavani grafu do &itky (BFS = breadth first search)

z vrcholu r - najde nejd¥ive viechny sousedy vrcholu r, pak
sousedy sousedil atd., navstivené vrcholy dava do fronty;
Strom prohledavani z vrcholu r je tvofen v8emi nalezenymi vrcholy

spolu s hranami, které byly pouZity k jejich prvnimu nalezeni.



Prohledavani grafu

Pozorovani
Pro prohledavani grafu do hloubky nebo do 3itky plati:

» Strom prohledavani s kofenem r obsahuje vSechny vrcholy
dostupné z vrcholu r. Vrcholy stromu prohleddvani s kofenem
r tvofi komponentu souvislosti grafu obsahujici vrchol r.

» Pokud prohledavani opakujeme z dosud nenavstiveného
vrcholu r’, bude strom prohleddvani op&t obsahovat viechny
vrcholy dostupné z vrcholu 1/, tedy komponentu souvislosti
obsahujici vrchol r'.

» Opakovanym prohleddvanim nalezneme postupné viechny
komponenty souvislosti.



Prohledavani grafu

Prohleddni grafu do hloubky &i do Sitky z vrcholu r

Vstup: Neorientovany graf G = (V, E), vrchol r € V.

Vystup: Strom T, = (V,, E;) cest z vrcholu r do v3ech
dostupnych vrchold.

Datové struktury: Pole N délky n = |V/|, kde N(v) = true,
pokud byl vrchol v jiz navitiven. Pole P délky m = |E|,
kde P(e) = true, pokud byla hrana e jiz pouZita.
Zasobnik S (pro DFS) ¢&i fronta Q (pro BFS).



Prohledavani grafu

Prohledani grafu do hloubky z vrcholu r
(inicializace)

e for all v € V do N(v) <« false enddo

o for all e € E do P(e) < false enddo
¢S+

(procedura) DFS(r)
e vloz r do zasobniku S, N(r) < true
oV, {r}, E, <0



Prohledavani grafu

e while S # () do
> v < top(S) (to nezmeni S!)
» if existuje nepouZitd hrana e = {v, w} then
> vyber hranu e = {v, w}, pro niZ je P(e) = false

> P(e) < true
> if N(w) = false then

> vloZ w do zdsobniku S, N(w) « true
>V, V,U{w}, E « E, U{e={v,w}} endif

> else odstrail v = top(S) ze zasobniku S endif
» enddo
e output T, = (V,, E;)



Prohledavani grafu

Prohledani grafu do $itky z vrcholu r

Procedura BFS(r) vypada stejn&, pouze navitivené vrcholy davéd do
fronty Q.

Strom prohledavani do $itky z vrcholu r obsahuje nejkratsi cesty z
r do dostupnych vrchold, co do po¢tu hran.

Pozndmka
Pro orientované grafy vypadaji procedury DFS(r) a BFS(r) stejné,
pouze hrany jsou orientované e = (v, w).



Prohledavani grafu

Hledani komponent souvislosti
Vstup: Neorientovany graf G = (V, E).
Vystup: Komponenty souvislosti, resp. mnoziny jejich vrcholi.
(inicializace)
o for all v € V do N(v) « false enddo
e for all e € E do P(e) < false enddo
¢+ 0,S+0 (resp. Q< 0)
(hledani komponent souvislosti)
e while "existuje nenavstiveny vrchol’ do
> r <« v, kde N(v) = false
» DFS(r) (resp. BFS(r))
» i« i+1 K+ V, enddo
e output Ki,..., K;



Prohledavani grafu

Casova naro¢nost

Ozna&me opét m polet hran, n polet vrcholi grafu.
Prohleddvani grafu do hloubky nebo do &i¥ky z vrcholu r trva &as
O(m), po kazdé hran& stromu prohledavani projdeme jednou
sm&rem vp¥ed (a pomysIn& podruhé p¥i ndvratu u DFS).
Prohledani celého grafu, tudiZ i nalezeni komponent souvislosti
vyZaduje ¢as O(m + n).



Silné souvislé komponenty

Jak najit komponenty silné souvislosti orientovaného grafu?

Pozorovani

Pro hledani silné souvislych komponent orientovaného grafu
pouZijeme také prohleddvani do hloubky nebo do $itky, ale situace
bude komplikovangjsi.

» Strom prohledavani s kofenem r obsahuje viechny vrcholy
orientované dostupné z vrcholu r, nemusi z nich vsak
existovat orientované cesty zpét do r. Strom prohledavani se
miiZe rozpadnout na vice silné souvislych komponent.

» Siln& souvisld komponenta obsahujici vrchol r je podmnoZinou
mnoziny vrcholl stromu prohledavéani s kofenem r.



Silné souvislé komponenty

Pozorovani

» Pokud prohledavani opakujeme z dosud nenavstiveného
vrcholu r’, nemusime ziskat strom viech vrcholii orientovan&
dostupnych z vrcholu r’ (n&které uz mohly byt navitiveny z
vrcholu r). Strom prohleddvani bude obsahovat pouze vrcholy
orientovan& dostupné z vrcholu r’ v podgrafu jest&
nenavstivenych vrchold.

» Siln& souvisld komponenta obsahujici vrchol r’ je podmnoZinou
mnoZiny vrcholii stromu prohleddvani s kofenem r’.



Silné souvislé komponenty

Tvrzeni

Pokud vrchol r patfi do vylevkové komponenty orientovaného
grafu, pak strom prohledavani do hloubky nebo do $itky obsahuje
vrcholy jediné siln& souvislé komponenty (té, v niz lezi vrchol r).



Silné souvislé komponenty

Tvrzeni

Pokud vrchol r patfi do vylevkové komponenty orientovaného
grafu, pak strom prohledavani do hloubky nebo do $itky obsahuje
vrcholy jediné siln& souvislé komponenty (té, v niz lezi vrchol r).

Prvni myslenka algoritmu

Prohledat orientovany graf z vrcholu ve vylevkové komponentg,
najdeme tim pravé tuto siln& souvislou komponentu. Kdyz ji z grafu
vyhodime, bude mit vznikly podgraf opét vylevkovou komponentu,
najdeme ji prohleddnim z libovolného vrcholu v ni. Postup miizeme
opakovat, dokud nenajdeme vSechny siln& souvislé komponenty.

Ov&em jak najit vrchol ve vylevkové komponent&???



Silné souvislé komponenty

Obohacené prohledavani do hloubky
Lze efektivn& najit vrchol ve zdrojové komponent& pomoci DFS:

>

>

P¥i prohledani celého orientovaného grafu do hloubky je kofen
posledniho stromu prohledavani ve zdrojové komponentg.

Kofen posledniho stromu je vrchol, ktery jsme zpracovali,
opustili jako posledni. Obohatime prohledavani do hloubky o
&islovani vrchold ve chvili, kdy je opoustime, tj. kdyZ uZz z nich
&islo, posledni zpracovany vrchol ma nejvyssi &islo. P¥ipadné
miZeme vrcholy p¥i opousténi vklddat do jiného zasobniku Z.



Silné souvislé komponenty

Tvrzeni

P¥i prohledavani orientovaného grafu do hloubky s &islovanim
opousténych vrcholl vedou v8echny mezikomponentové hrany
z vrcholu s vy$8im &islem opousténi do vrcholu s nizsim &islem
opousténi (aneb v zdsobniku Z smé&rem od vrcholu ke dnu).



Silné souvislé komponenty

Tvrzeni

P¥i prohledavani orientovaného grafu do hloubky s &islovanim
opousténych vrcholl vedou v8echny mezikomponentové hrany
z vrcholu s vy$8im &islem opousténi do vrcholu s nizsim &islem
opousténi (aneb v zdsobniku Z smé&rem od vrcholu ke dnu).

Poznamka

Pro acyklicky graf tak ziskdme inverzni o€islovani k topologickému
ocislovani vrchold.



Silné souvislé komponenty

Tvrzeni
Necht G = (V, E) je orientovany graf. Vytvofme orientovany graf
G = (V, E°P), ktery ma opatné& orientované hrany.
> G a G° maji stejné komponenty silné souvislosti.
» Zdrojova komponenta v G je vylevkovou komponentou v G
a naopak.



Silné souvislé komponenty

Tvrzeni
Necht G = (V, E) je orientovany graf. Vytvofme orientovany graf
G = (V, E°P), ktery ma opatné& orientované hrany.

> G a G° maji stejné komponenty silné souvislosti.

» Zdrojova komponenta v G je vylevkovou komponentou v G
a naopak.

Aneb siln& souvislé komponenty miZeme misto v G hledat v G°P.
Vrcholy vylevkovych komponent grafy G°P budou vrcholy
zdrojovych komponent grafu G a najdeme je pt¥es obohacené DFS.



Silné souvislé komponenty

Kosarajlv - Sharirliv algoritmus
Vstup: Orientovany graf G.
Vystup: Silné souvislé komponenty grafu G.
1. Prohleddme graf G do hloubky a zapamatujeme si pofadi, ve
kterém jsme je opoustéli. Nap¥. je ddvdme pfi opousténi do
zasobniku Z, vystupem prvni &asti je zdsobnik Z.

2. V grafu G obratime hrany, dostaneme graf G°P.

3. Prohledame graf G°P do hloubky (nebo do 3itky) a za kofeny
stromi prohleddvani bereme vzdy nenavstiveny vrchol z topu
zdsobniku Z (od nejvys&iho &isla opousténi).

4. Vrcholy strom0 druhého prohledavani jsou pak vrcholy
jednotlivych silné souvislych komponent.



Silné souvislé komponenty

Korektnost algoritmu

» Terminace - prohledavani do hloubky (& do 3itky) skon&i

P Parcidlni korektnost - pfi druhém prohledavéni plati invariant:
" Kofen kaZdého stromu prohleddvani je ve vylevkové
komponenté podgrafu grafu G°P indukovaného dosud
nenavstivenymi vrcholy.”

TudiZ vrcholy stromu prohledavani tvofi silné souvislou
komponentu grafu G. (Dikaz plyne z pfedchozich tvrzeni.)



Silné souvislé komponenty

Kosarajilv - Sharirliv algoritmus

Vstup: Orientovany graf G = (V/, E), kde pro kazdy vrchol v je
zaddn seznam A(v) hran s potate¢nim vrcholem v.

Vystup: Komponenty silné souvislosti, resp. mnoziny jejich vrchold.

Datové struktury: Pole N délky n = |V/|, kde N(v) = true,
pokud byl vrchol v jiz nav&tiven. Pole P délky m = |E],
kde P(e) = true, pokud byla hrana e jiz pouZita.
Zasobnik S (pro DFS) ¢&i fronta Q (pro BFS), zdsobnik Z.



Silné souvislé komponenty

Kosarajiv - Sharir(iv algoritmus
(Prohledej G do hloubky a zapamatuj si &asy opoust&ni vrcholi.)
o for all v € V do N(v) « false enddo
e for all e € E do P(e) < false enddo
¢S50, Z+0
e while existuje nenavstiveny vrchol do
» r <« v, kde N(v) = false
» DFS(r), ktery je v else-v&tvi (tj. kdyZ uZ neexistuje nepouZitd hrana
z vrcholu v) obohaceny o pfikaz "vloZz vrchol v do zasobniku Z"
» enddo (vystupem této &asti je zdsobnik Z)
(Otot hrany grafu G a vytvof tak G°P, zadany seznamy B(v).)
o for all e = (v,w) € E do B(w) < B(w)U {e’ = (w,v)} enddo



Silné souvislé komponenty

(Prohledej G°° = (V/, E°P) do hloubky, resp. do %itky, pFitom koFeny
strom ber z topu zadsobniku Z.)
e for all v € V do N(v) < false enddo
o for all e € E°P do P(e) < false enddo
¢+ 0,50 (resp. Q<+ 0)
e while Z # () do
> if N(top(Z)) = false then

» r« top(Z)
» DFS(r) (resp. BFS(r))
> i+ i+1, Ki< V, endif

> odstrail top(Z) ze zdsobniku Z enddo

(Vrcholy strom prohledavanf jsou siln& souvislé komponenty.)
e output Ki,...,K;



Silné souvislé komponenty

Casova naro¢nost

Kosarajlv - Shaririv algoritmus na hledani siln& souvislych
komponent v podstaté ud&la dvakrat prohledavéni grafu (poprvé
nutn& do hloubky). Potfebny &as je O(m + n), kde m je potet
hran, n je pocet vrcholi grafu.
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