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Silně souvislé grafy

Definice
Orientovaný graf je silně souvislý, pokud pro každé dva jeho
vrcholy u, v existuje orientovaná cesta z u do v (a tud́ıž i zpět).

Tvrzeńı
Orientovaný graf je silně souvislý, právě když je souvislý a každá
jeho hrana lež́ı v nějakém cyklu.



Silně souvislé grafy

Definice
Každý maximálńı podgraf grafu G , který je silně souvislý, se
nazývá komponenta silné souvislosti grafu G (nebo také silně
souvislá komponenta).

Poznámka
Komponenta silné souvislosti je jednoznačně určena množinou
svých vrchol̊u, je to podgraf indukovaný danou množinou vrchol̊u.
Budeme se silně souvislými komponentami pracovat podle poťreby
jako s množinami vrchol̊u nebo jako s podgrafy.
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Definice
Necht’ G = (V ,E ) je orientovaný graf. Kondenzace grafu G je
orientovaný graf Gkon = (Vkon,Ekon), kde

I Vkon je množina všech silně souvislých komponent grafu G ,

I pro K1 6= K2 je (K1,K2) ∈ Ekon právě tehdy, když existuj́ı
vrcholy u, v ∈ V , u ∈ K1, v ∈ K2 a (u, v) ∈ E .
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Tvrzeńı
Kondenzace grafu je vždy acyklický graf.

Poznámka
Zdrojová komponenta orientovaného grafu G je komponenta, která
je v kondenzaci Gkon zdrojem (din(K ) = 0) a výlevková
komponenta je v kondenzaci Gkon výlevkou (dout(K

′) = 0).
Každý orientovaný graf má zdrojovou i výlevkovou komponentu.



Prohledáváńı grafu

Vsuvka: Jak naj́ıt komponenty souvislosti neorientovaného grafu?

Pro hledáńı komponent souvislosti grafu můžeme použ́ıt
prohledáváńı grafu do hloubky nebo do š́ı̌rky.

I Prohledáváńı grafu do hloubky (DFS = depth first search)
z vrcholu r - jde po větvi co nejdále, pak se vraćı a hledá
odbočky, navšt́ıvené vrcholy dává do zásobńıku;

I Prohledáváńı grafu do š́ı̌rky (BFS = breadth first search)
z vrcholu r - najde nejďŕıve všechny sousedy vrcholu r , pak
sousedy sousedů atd., navšt́ıvené vrcholy dává do fronty;

Strom prohledáváńı z vrcholu r je tvǒren všemi nalezenými vrcholy
spolu s hranami, které byly použity k jejich prvńımu nalezeńı.
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Pozorováńı
Pro prohledáváńı grafu do hloubky nebo do š́ı̌rky plat́ı:

I Strom prohledáváńı s kǒrenem r obsahuje všechny vrcholy
dostupné z vrcholu r . Vrcholy stromu prohledáváńı s kǒrenem
r tvǒŕı komponentu souvislosti grafu obsahuj́ıćı vrchol r .

I Pokud prohledáváńı opakujeme z dosud nenavšt́ıveného
vrcholu r ′, bude strom prohledáváńı opět obsahovat všechny
vrcholy dostupné z vrcholu r ′, tedy komponentu souvislosti
obsahuj́ıćı vrchol r ′.

I Opakovaným prohledáváńım nalezneme postupně všechny
komponenty souvislosti.
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Prohledáńı grafu do hloubky či do š́ı̌rky z vrcholu r

Vstup: Neorientovaný graf G = (V ,E ), vrchol r ∈ V .
Výstup: Strom Tr = (Vr ,Er ) cest z vrcholu r do všech

dostupných vrchol̊u.

Datové struktury: Pole N délky n = |V |, kde N(v) = true,
pokud byl vrchol v již navšt́ıven. Pole P délky m = |E |,
kde P(e) = true, pokud byla hrana e již použita.
Zásobńık S (pro DFS) či fronta Q (pro BFS).
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Prohledáńı grafu do hloubky z vrcholu r

(inicializace)

• for all v ∈ V do N(v)← false enddo
• for all e ∈ E do P(e)← false enddo
• S ← ∅
(procedura) DFS(r)
• vlož r do zásobńıku S , N(r)← true
• Vr ← {r}, Er ← ∅
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• while S 6= ∅ do

I v ← top(S) (to nezměńı S!)

I if existuje nepoužitá hrana e = {v ,w} then
I vyber hranu e = {v ,w}, pro ńıž je P(e) = false
I P(e)← true
I if N(w) = false then

I vlož w do zásobńıku S , N(w)← true
I Vr ← Vr ∪ {w}, Er ← Er ∪ {e = {v ,w}} endif

I else odstraň v = top(S) ze zásobńıku S endif

I enddo

• output Tr = (Vr ,Er )



Prohledáváńı grafu

Prohledáńı grafu do š́ı̌rky z vrcholu r

Procedura BFS(r) vypadá stejně, pouze navšt́ıvené vrcholy dává do
fronty Q.
Strom prohledáváńı do š́ı̌rky z vrcholu r obsahuje nejkraťśı cesty z
r do dostupných vrchol̊u, co do počtu hran.

Poznámka
Pro orientované grafy vypadaj́ı procedury DFS(r) a BFS(r) stejně,
pouze hrany jsou orientované e = (v ,w).
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Hledáńı komponent souvislosti

Vstup: Neorientovaný graf G = (V ,E ).
Výstup: Komponenty souvislosti, resp. množiny jejich vrchol̊u.

(inicializace)

• for all v ∈ V do N(v)← false enddo
• for all e ∈ E do P(e)← false enddo
• i ← 0, S ← ∅ (resp. Q ← ∅)
(hledáńı komponent souvislosti)

• while ’existuje nenavšt́ıvený vrchol’ do
I r ← v , kde N(v) = false

I DFS(r) (resp. BFS(r))

I i ← i + 1, Ki ← Vr enddo

• output K1, . . . ,Ki
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Časová náročnost
Označme opět m počet hran, n počet vrchol̊u grafu.
Prohledáváńı grafu do hloubky nebo do š́ı̌rky z vrcholu r trvá čas
O(m), po každé hraně stromu prohledáváńı projdeme jednou
směrem vp̌red (a pomyslně podruhé p̌ri návratu u DFS).

Prohledáńı celého grafu, tud́ıž i nalezeńı komponent souvislosti
vyžaduje čas O(m + n).
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Jak naj́ıt komponenty silné souvislosti orientovaného grafu?

Pozorováńı
Pro hledáńı silně souvislých komponent orientovaného grafu
použijeme také prohledáváńı do hloubky nebo do š́ı̌rky, ale situace
bude komplikovaněǰśı.

I Strom prohledáváńı s kǒrenem r obsahuje všechny vrcholy
orientovaně dostupné z vrcholu r , nemuśı z nich však
existovat orientované cesty zpět do r . Strom prohledáváńı se
může rozpadnout na v́ıce silně souvislých komponent.

I Silně souvislá komponenta obsahuj́ıćı vrchol r je podmnožinou
množiny vrchol̊u stromu prohledáváńı s kǒrenem r .
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Pozorováńı
I Pokud prohledáváńı opakujeme z dosud nenavšt́ıveného

vrcholu r ′, nemuśıme źıskat strom všech vrchol̊u orientovaně
dostupných z vrcholu r ′ (některé už mohly být navšt́ıveny z
vrcholu r). Strom prohledáváńı bude obsahovat pouze vrcholy
orientovaně dostupné z vrcholu r ′ v podgrafu ještě
nenavšt́ıvených vrchol̊u.

I Silně souvislá komponenta obsahuj́ıćı vrchol r ′ je podmnožinou
množiny vrchol̊u stromu prohledáváńı s kǒrenem r ′.
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Tvrzeńı
Pokud vrchol r paťŕı do výlevkové komponenty orientovaného
grafu, pak strom prohledáváńı do hloubky nebo do š́ı̌rky obsahuje
vrcholy jediné silně souvislé komponenty (té, v ńıž lež́ı vrchol r).

Prvńı myšlenka algoritmu

Prohledat orientovaný graf z vrcholu ve výlevkové komponentě,
najdeme t́ım právě tuto silně souvislou komponentu. Když ji z grafu
vyhod́ıme, bude ḿıt vzniklý podgraf opět výlevkovou komponentu,
najdeme ji prohledáńım z libovolného vrcholu v ńı. Postup můžeme
opakovat, dokud nenajdeme všechny silně souvislé komponenty.

Ovšem jak naj́ıt vrchol ve výlevkové komponentě???
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Tvrzeńı
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Prvńı myšlenka algoritmu

Prohledat orientovaný graf z vrcholu ve výlevkové komponentě,
najdeme t́ım právě tuto silně souvislou komponentu. Když ji z grafu
vyhod́ıme, bude ḿıt vzniklý podgraf opět výlevkovou komponentu,
najdeme ji prohledáńım z libovolného vrcholu v ńı. Postup můžeme
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Obohacené prohledáváńı do hloubky

Lze efektivně naj́ıt vrchol ve zdrojové komponentě pomoćı DFS:

I Při prohledáńı celého orientovaného grafu do hloubky je kǒren
posledńıho stromu prohledáváńı ve zdrojové komponentě.

I Kǒren posledńıho stromu je vrchol, který jsme zpracovali,
opustili jako posledńı. Obohat́ıme prohledáváńı do hloubky o
č́ıslováńı vrchol̊u ve chv́ıli, kdy je opoušt́ıme, tj. když už z nich
nevede nepoužitá hrana. Prvńı zpracovaný vrchol má nejnižš́ı
č́ıslo, posledńı zpracovaný vrchol má nejvyš̌śı č́ıslo. Př́ıpadně
můžeme vrcholy p̌ri opouštěńı vkládat do jiného zásobńıku Z .
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Tvrzeńı
Při prohledáváńı orientovaného grafu do hloubky s č́ıslováńım
opouštěných vrchol̊u vedou všechny mezikomponentové hrany
z vrcholu s vyš̌śım č́ıslem opouštěńı do vrcholu s nižš́ım č́ıslem
opouštěńı (aneb v zásobńıku Z směrem od vrcholu ke dnu).

Poznámka
Pro acyklický graf tak źıskáme inverzńı oč́ıslováńı k topologickému
oč́ıslováńı vrchol̊u.
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Tvrzeńı
Při prohledáváńı orientovaného grafu do hloubky s č́ıslováńım
opouštěných vrchol̊u vedou všechny mezikomponentové hrany
z vrcholu s vyš̌śım č́ıslem opouštěńı do vrcholu s nižš́ım č́ıslem
opouštěńı (aneb v zásobńıku Z směrem od vrcholu ke dnu).

Poznámka
Pro acyklický graf tak źıskáme inverzńı oč́ıslováńı k topologickému
oč́ıslováńı vrchol̊u.
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Tvrzeńı
Necht’ G = (V ,E ) je orientovaný graf. Vytvǒrme orientovaný graf
G op = (V ,E op), který má opačně orientované hrany.

I G a G op maj́ı stejné komponenty silné souvislosti.

I Zdrojová komponenta v G je výlevkovou komponentou v G op

a naopak.

Aneb silně souvislé komponenty můžeme ḿısto v G hledat v G op.
Vrcholy výlevkových komponent grafy G op budou vrcholy
zdrojových komponent grafu G a najdeme je p̌res obohacené DFS.
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Tvrzeńı
Necht’ G = (V ,E ) je orientovaný graf. Vytvǒrme orientovaný graf
G op = (V ,E op), který má opačně orientované hrany.

I G a G op maj́ı stejné komponenty silné souvislosti.

I Zdrojová komponenta v G je výlevkovou komponentou v G op

a naopak.

Aneb silně souvislé komponenty můžeme ḿısto v G hledat v G op.
Vrcholy výlevkových komponent grafy G op budou vrcholy
zdrojových komponent grafu G a najdeme je p̌res obohacené DFS.
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Kosaraj̊uv - Sharir̊uv algoritmus

Vstup: Orientovaný graf G .
Výstup: Silně souvislé komponenty grafu G .

1. Prohledáme graf G do hloubky a zapamatujeme si pǒrad́ı, ve
kterém jsme je opouštěli. Nap̌r. je dáváme p̌ri opouštěńı do
zásobńıku Z , výstupem prvńı části je zásobńık Z .

2. V grafu G obrát́ıme hrany, dostaneme graf G op.

3. Prohledáme graf G op do hloubky (nebo do š́ı̌rky) a za kǒreny
stromů prohledáváńı bereme vždy nenavšt́ıvený vrchol z topu
zásobńıku Z (od nejvyš̌śıho č́ısla opouštěńı).

4. Vrcholy stromů druhého prohledáváńı jsou pak vrcholy
jednotlivých silně souvislých komponent.
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Korektnost algoritmu

I Terminace - prohledáváńı do hloubky (či do š́ı̌rky) skonč́ı

I Parciálńı korektnost - p̌ri druhém prohledáváńı plat́ı invariant:
”Kǒren každého stromu prohledáváńı je ve výlevkové
komponentě podgrafu grafu G op indukovaného dosud
nenavšt́ıvenými vrcholy.”
Tud́ıž vrcholy stromu prohledáváńı tvǒŕı silně souvislou
komponentu grafu G . (Důkaz plyne z p̌redchoźıch tvrzeńı.)
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Kosaraj̊uv - Sharir̊uv algoritmus

Vstup: Orientovaný graf G = (V ,E ), kde pro každý vrchol v je
zadán seznam A(v) hran s počátečńım vrcholem v .
Výstup: Komponenty silné souvislosti, resp. množiny jejich vrchol̊u.

Datové struktury: Pole N délky n = |V |, kde N(v) = true,
pokud byl vrchol v již navšt́ıven. Pole P délky m = |E |,
kde P(e) = true, pokud byla hrana e již použita.
Zásobńık S (pro DFS) či fronta Q (pro BFS), zásobńık Z .
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Kosaraj̊uv - Sharir̊uv algoritmus

(Prohledej G do hloubky a zapamatuj si časy opouštěńı vrchol̊u.)

• for all v ∈ V do N(v)← false enddo
• for all e ∈ E do P(e)← false enddo
• S ← ∅, Z ← ∅
• while existuje nenavšt́ıvený vrchol do
I r ← v , kde N(v) = false

I DFS(r), který je v else-větvi (tj. když už neexistuje nepoužitá hrana
z vrcholu v) obohacený o p̌ŕıkaz ”vlož vrchol v do zásobńıku Z”

I enddo (výstupem této části je zásobńık Z)

(Otoč hrany grafu G a vytvǒr tak G op, zadaný seznamy B(v).)

• for all e = (v ,w) ∈ E do B(w)← B(w) ∪ {e ′ = (w , v)} enddo
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(Prohledej G op = (V ,E op) do hloubky, resp. do š́ı̌rky, p̌ritom kǒreny

stromů ber z topu zásobńıku Z.)

• for all v ∈ V do N(v)← false enddo
• for all e ∈ E op do P(e)← false enddo
• i ← 0, S ← ∅ (resp. Q ← ∅)
• while Z 6= ∅ do
I if N(top(Z )) = false then

I r ← top(Z )
I DFS(r) (resp. BFS(r))
I i ← i + 1, Ki ← Vr endif

I odstraň top(Z ) ze zásobńıku Z enddo

(Vrcholy stromů prohledáváńı jsou silně souvislé komponenty.)

• output K1, . . . ,Ki
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Časová náročnost
Kosaraj̊uv - Sharir̊uv algoritmus na hledáńı silně souvislých
komponent v podstatě udělá dvakrát prohledáváńı grafu (poprvé
nutně do hloubky). Poťrebný čas je O(m + n), kde m je počet
hran, n je počet vrchol̊u grafu.
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