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Barveni grafu

Definice

Necht B je n&jaka kone&nd mnoZina (tzv. mnoZina barev).
Obarveni vrcholii grafu G = (V, E) je zobrazeni b: V — B takové,
7e 7adné dva vrcholy spojené hranou nemaji stejnou barvu, tj.
kdykoli je e = {u, v} € E, pak b(u) # b(v).
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Definice

Necht B je n&jaka kone&nd mnoZina (tzv. mnoZina barev).
Obarveni vrcholi grafu G = (V, E) je zobrazeni b: V — B takové,
7e 7adné dva vrcholy spojené hranou nemaji stejnou barvu, tj.
kdykoli je e = {u, v} € E, pak b(u) # b(v).

Pozndmka

Budeme pracovat s neorientovanymi oby&enymi grafy, nicméné
viechny vysledky jsou aplikovatelné na orientované grafy (pfi
barveni vrcholli nezéleZi na orientaci hran) a také pro grafy

s paralelnimi hranami. Graf, ktery ma smy¢ky, vrcholové obarvit
nelze.



Barveni grafu

Definice
Graf G = (V, E) je k-barevny, jestlize se dd obarvit k barvami,
aneb existuje obarveni b: V — B, kde |B| = k.

Néktefi autofi téZ poZaduji, aby obarveni pouZilo vSech k barev
(zobrazeni "na"), pak by graf musel mit aspofi k vrchold.

Definice

Barevnost grafu G (téz chromatické &islo) je nejmensi polet barev,
které jsou potfeba k obarveni jeho vrcholi, tedy nejmensi k takové,
Ze graf je k-barevny. Znati se x(G).



Barveni grafu

Tvrzeni
Uplny graf o n vrcholech ma barevnost x(K,) = n.
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Definice

MnoZina vrcholll K grafu G se nazyva klika v grafu G, jestlize
kaZdé dva rlizné vrcholy z mnoziny K jsou spojeny hranou a navic
K je maximalni podmnoZina s touto vlastnosti.



Barveni grafu

Tvrzeni
Uplny graf o n vrcholech ma barevnost x(K,) = n.

Definice

MnoZina vrcholll K grafu G se nazyva klika v grafu G, jestlize
kaZdé dva rlizné vrcholy z mnoziny K jsou spojeny hranou a navic
K je maximalni podmnoZina s touto vlastnosti.

Poznamky

Nékdy se jako klika v grafu oznacuje maximalni uplny podgraf,
n&kdy jen mnoZina vrchold, kterd takovy podgraf indukuje.
Maximalni je min&no ve smyslu podgraf (& podmnoZina), nikoli ve
smyslu potu prvki. V grafu mohou existovat kliky o rlizném pottu
vrchol(i.



Barveni grafu

Definice
Klikovost grafu G je po&et vrcholl v nejpoletné&jsi klice v grafu G,

znati se w(G).

Tvrzeni
Pro libovolny graf G plati: w(G) < x(G)
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Definice
Klikovost grafu G je po&et vrcholl v nejpoletné&jsi klice v grafu G,
znati se w(G).

Tvrzeni
Pro libovolny graf G plati: w(G) < x(G)

Pozndmka

Rovnost w(G) = x(G) zdaleka nastat nemusi. Dokonce pro
libovolné k > 1 existuje graf barevnosti x(G) = k, ktery
neobsahuje trojihelnik K3 (aneb w(G) = 2).



Barveni grafu

Definice

MnoZina vrcholl M grafu G se nazyva nezavisla mnoZina v grafu,
jestlize zddné dva vrcholy z mnoZiny M nejsou spojeny hranou.
Je-li navic M maximalni podmnoZina s touto vlastnosti, nazyva se
maximalni nezavisla mnoZina.



Barveni grafu

Definice

MnoZina vrcholl M grafu G se nazyva nezavisla mnoZina v grafu,
jestlize zddné dva vrcholy z mnoZiny M nejsou spojeny hranou.
Je-li navic M maximalni podmnoZina s touto vlastnosti, nazyva se
maximalni nezavisla mnoZina.

Poznamky

Kazda maximalni nezavisld mnoZina vrchold indukuje maximalni
diskrétni podgraf, p¥itom v grafu mohou byt maximalni nezavislé
mnoZziny o rlizném poctu vrchold.
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Definice
Nezdvislost grafu G je polet vrcholl v nejpoletn&jsi (maximalni)
nezdvislé mnozin& vrcholl grafu G, znadi se o(G).

Tvrzeni
Pro libovolny graf G o n vrcholech plati:

1. a(G)-x(G)>n
2. a(G)+ x(G)<n+1



Barveni grafu

Tvrzeni
Graf je jednobarevny, pravé kdyZ nemd Zadnou hranu.

Tvrzeni
Ndasledujici tvrzeni pro graf G jsou ekvivalentni:

1. G je dvoubarevny
2. G je bipartitni
3. G neobsahuje kruznici liché délky



Barveni grafu

Algoritmus na barveni dvéma barvami

Vstup: (Neorientovany) graf, ktery nema kruznici liché délky.
Vystup: Obarveni grafu dvéma barvami b: V — {A, B}.

Myslenka algoritmu: Prohleddvame graf do $itky, koten r kaZzdého
stromu prohledavani obarvime barvou A. P¥i zpracovavéni hrany

e = {v, w} do nenavstiveného vrcholu obarvime vrchol w opaé&nou
barvou, neZ jakou ma vrchol v.



Barveni grafu

Korektnost algoritmu

» Terminace - prohledavani do &itky skoné&i

» Parcidlni korektnost - hrany vpted (stromové) barvime
spravné, sudé hladiny stromi prohledavani maji barvu A, liché
hladiny barvu B. Hrany zp&t mohou u BFS pro neorientovany
graf vést bud do navitiveného vrcholu na dal¥i hlading (ten
md opacnou barvu), nebo do navitiveného vrcholu na stejné
hlading. To druhé by znamenalo existenci kruZnice liché délky,
takové hrany v nasem grafu nejsou.



Barveni grafu

Korektnost algoritmu

» Terminace - prohledavani do &itky skoné&i

» Parcidlni korektnost - hrany vpted (stromové) barvime
spravné, sudé hladiny stromi prohledavani maji barvu A, liché
hladiny barvu B. Hrany zp&t mohou u BFS pro neorientovany
graf vést bud do navitiveného vrcholu na dal¥i hlading (ten
md opacnou barvu), nebo do navitiveného vrcholu na stejné
hlading. To druhé by znamenalo existenci kruZnice liché délky,
takové hrany v nasem grafu nejsou.

Algoritmus snadno poznd nepfipustné zadani - najde-li hranu do
navstiveného vrcholu obarveného stejnou barvou.



Barveni grafu

Testovani dvojbarevnosti grafu

Vstup: Nerientovany graf G = (V, E).

Vystup: Obarveni grafu dvéma barvami b: V — {A, B},
nebo hlaska, Ze graf neni dvojbarevny.

Datové struktury jako u prohleddvani do $itky BFS:
Pole N délky n = |V|, kde N(v) = true, pokud
byl vrchol v jiz navstiven. Pole P délky m = |E],
kde P(e) = true, pokud byla hrana e jiz pouZita.
Fronta @ jiZ navstivenych, je$té nezpracovanych vrcholi.
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Testovani dvojbarevnosti grafu
(inicializace)
e for all v € V do N(v) < false enddo
e for all e € E do P(e) « false enddo, Q < 0
(barveni)
e while "existuje nenavstiveny vrchol’ do

» r < v, kde N(v) = false, b(r) < A

» BFS(r) s t&mito dpravami p¥i zpracovavani hrany e = {v, w}:

> if N(w) = false
» then (navic) if b(v) = A then b(w) < B else b(w) < A endif

> else if b(v) = b(w) then output "G neni 2-barevny”and break
> endif

> enddo
e output b(v) forall v e V



Barveni grafu

Casova narocnost
Testovani dvojbarevnosti grafu a p¥ipadné obarveni dvéma barvami

vyZaduje stejny &as jako prohledavani grafu do $itky, tedy &as
O(m+ n), kde n je polet vrcholii a m je po&et hran.



Barveni grafu

Casova naro¢nost

Testovani dvojbarevnosti grafu a p¥ipadné obarveni dvéma barvami
vyZaduje stejny &as jako prohledavani grafu do $itky, tedy &as
O(m+ n), kde n je polet vrcholii a m je po&et hran.

Pozndamka

Pro testovani k—barevnosti grafu pro k > 3 zatim neni zndm
zadny polynomidlni algoritmus a predpoklada se, Ze ani neexistuje.
Horni odhad poctu barev pro dany graf mize poskytnout
nasledujici algoritmus sekvenéniho barveni.
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Algoritmus sekvenéniho barveni

Vrcholy grafu i barvy uspofaddme do posloupnosti (sekvence).
Barvy budeme mit nap¥. usporddany podle abecedy.

Vstup: (Neorientovany) graf s vrcholy vi, va, ..., vy.

Vystup: Obarveni grafu b: V — {A, B, C,...}.

My&lenka algoritmu: Obarvujeme vrcholy postupné od v; do v,
p¥icemz kazdému vrcholu v; ddme tu nejmensi moznou barvu, tj.
kterou nemd zadny jeho uZ obarveny soused.



Barveni grafu

Korektnost algoritmu

» Terminace - variant = potet obarvenych vrcholi (v kaZzdém
kroku obarvime jeden dal%i vrchol)

» Parcidlni korektnost - invariant = " b je obarveni podgrafu
indukovaného jiZ obarvenymi vrcholy”

Tvrzeni
Necht A = max{d(v),v € V} je nejv&tsi stupei vrcholu grafu G.
Pro barevnost grafu G plati: x(G) < A+1



Barveni grafu

Poznamka

Pokud algoritmus sekven&niho barveni nalezne obarveni k barvami,
pak vime jen, Ze x(G) < k. Poclet pot¥ebnych barev zavisi na
usporadani vrcholii, doporuduje se uspofadat vrcholy podle stupiii
sestupné, tedy zadit barvit od vrcholi nejvyssiho stupné. Ale ani
tehdy nemusi byt vysledné obarveni optimalni.

Nap¥. pro kazdé k > 2 Ize najit takovy strom a takové uspotradani
jeho vrcholli, Ze sekvenéni barveni bude potfebovat k barev
(pFestoZe strom je dvojbarevny).



Barveni grafu

Algoritmus sekvenZniho barveni

Vstup: Nerientovany graf G = (V, E),
usporadani jeho vrchold vy, ..., v,
a uspofddand mnoZina barev B = {by, ..., by},
kde k = max,ecv d(v) + 1.

Vystup: Obarveni grafu b: V — {by,..., bx}.

Datové struktury: Pole Z délky n = |V/| obsahujici seznamy
zakazanych barev.
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Algoritmus sekvenéniho barveni
(inicializace)
e for all v € V do Z(v) < ) enddo
(barveni)
e for i <~ 1 to ndo
» b+« min(B\ Z(v))
> b(V,‘) ~— b
» forall e = {vj,v;} do
» if i < jthen Z(vj) < Z(vj) U {b} endif
> enddo
> enddo

e output b(v) for all v e V
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Casova narocnost
Sekvenini barveni vyZaduje ¢as O(n + m), kde n je potet vrchold
a m je pocet hran.
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