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Barveńı grafu

Definice
Necht’ B je nějaká konečná množina (tzv. množina barev).
Obarveńı vrchol̊u grafu G = (V ,E ) je zobrazeńı b : V → B takové,
že žádné dva vrcholy spojené hranou nemaj́ı stejnou barvu, tj.
kdykoli je e = {u, v} ∈ E , pak b(u) 6= b(v).

Poznámka
Budeme pracovat s neorientovanými obyčenými grafy, nicméně
všechny výsledky jsou aplikovatelné na orientované grafy (p̌ri
barveńı vrchol̊u nezálež́ı na orientaci hran) a také pro grafy
s paralelńımi hranami. Graf, který má smyčky, vrcholově obarvit
nelze.
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Barveńı grafu

Definice
Graf G = (V ,E ) je k-barevný, jestliže se dá obarvit k barvami,
aneb existuje obarveńı b : V → B, kde |B| = k.

Něktěŕı autǒri též požaduj́ı, aby obarveńı použilo všech k barev
(zobrazeńı ”na”), pak by graf musel ḿıt aspoň k vrchol̊u.

Definice
Barevnost grafu G (též chromatické č́ıslo) je nejmenš́ı počet barev,
které jsou poťreba k obarveńı jeho vrchol̊u, tedy nejmenš́ı k takové,
že graf je k-barevný. Znač́ı se χ(G ).



Barveńı grafu

Tvrzeńı
Úplný graf o n vrcholech má barevnost χ(Kn) = n.

Definice
Množina vrchol̊u K grafu G se nazývá klika v grafu G , jestliže
každé dva r̊uzné vrcholy z množiny K jsou spojeny hranou a nav́ıc
K je maximálńı podmnožina s touto vlastnost́ı.

Poznámky

Někdy se jako klika v grafu označuje maximálńı úplný podgraf,
někdy jen množina vrchol̊u, která takový podgraf indukuje.

Maximálńı je ḿıněno ve smyslu podgraf (či podmnožina), nikoli ve
smyslu počtu prvk̊u. V grafu mohou existovat kliky o r̊uzném počtu
vrchol̊u.



Barveńı grafu

Tvrzeńı
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K je maximálńı podmnožina s touto vlastnost́ı.

Poznámky
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Barveńı grafu

Definice
Klikovost grafu G je počet vrchol̊u v nejpočetněǰśı klice v grafu G ,
znač́ı se ω(G ).

Tvrzeńı
Pro libovolný graf G plat́ı: ω(G ) ≤ χ(G )

Poznámka
Rovnost ω(G ) = χ(G ) zdaleka nastat nemuśı. Dokonce pro
libovolné k ≥ 1 existuje graf barevnosti χ(G ) = k , který
neobsahuje trojúhelńık K3 (aneb ω(G ) = 2).
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Barveńı grafu

Definice
Množina vrchol̊u M grafu G se nazývá nezávislá množina v grafu,
jestliže žádné dva vrcholy z množiny M nejsou spojeny hranou.
Je-li nav́ıc M maximálńı podmnožina s touto vlastnost́ı, nazývá se
maximálńı nezávislá množina.

Poznámky

Každá maximálńı nezávislá množina vrchol̊u indukuje maximálńı
diskrétńı podgraf, p̌ritom v grafu mohou být maximálńı nezávislé
množiny o r̊uzném počtu vrchol̊u.
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Každá maximálńı nezávislá množina vrchol̊u indukuje maximálńı
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Barveńı grafu

Definice
Nezávislost grafu G je počet vrchol̊u v nejpočetněǰśı (maximálńı)
nezávislé množině vrchol̊u grafu G , znač́ı se α(G ).

Tvrzeńı
Pro libovolný graf G o n vrcholech plat́ı:

1. α(G ) · χ(G ) ≥ n

2. α(G ) + χ(G ) ≤ n + 1



Barveńı grafu

Tvrzeńı
Graf je jednobarevný, právě když nemá žádnou hranu.

Tvrzeńı
Následuj́ıćı tvrzeńı pro graf G jsou ekvivalentńı:

1. G je dvoubarevný

2. G je bipartitńı

3. G neobsahuje kružnici liché délky



Barveńı grafu

Algoritmus na barveńı dvěma barvami

Vstup: (Neorientovaný) graf, který nemá kružnici liché délky.
Výstup: Obarveńı grafu dvěma barvami b : V → {A,B}.
Myšlenka algoritmu: Prohledáváme graf do š́ı̌rky, kǒren r každého
stromu prohledáváńı obarv́ıme barvou A. Při zpracováváńı hrany
e = {v ,w} do nenavšt́ıveného vrcholu obarv́ıme vrchol w opačnou
barvou, než jakou má vrchol v .



Barveńı grafu

Korektnost algoritmu

I Terminace - prohledáváńı do š́ı̌rky skonč́ı

I Parciálńı korektnost - hrany vp̌red (stromové) barv́ıme
správně, sudé hladiny stromů prohledáváńı maj́ı barvu A, liché
hladiny barvu B. Hrany zpět mohou u BFS pro neorientovaný
graf vést bud’ do navšt́ıveného vrcholu na daľśı hladině (ten
má opačnou barvu), nebo do navšt́ıveného vrcholu na stejné
hladině. To druhé by znamenalo existenci kružnice liché délky,
takové hrany v našem grafu nejsou.

Algoritmus snadno pozná nep̌ŕıpustné zadáńı - najde-li hranu do
navšt́ıveného vrcholu obarveného stejnou barvou.
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Barveńı grafu

Testováńı dvojbarevnosti grafu

Vstup: Nerientovaný graf G = (V ,E ).
Výstup: Obarveńı grafu dvěma barvami b : V → {A,B},

nebo hláška, že graf neńı dvojbarevný.

Datové struktury jako u prohledáváńı do š́ı̌rky BFS:
Pole N délky n = |V |, kde N(v) = true, pokud
byl vrchol v již navšt́ıven. Pole P délky m = |E |,
kde P(e) = true, pokud byla hrana e již použita.
Fronta Q již navšt́ıvených, ještě nezpracovaných vrchol̊u.



Barveńı grafu

Testováńı dvojbarevnosti grafu

(inicializace)

• for all v ∈ V do N(v)← false enddo
• for all e ∈ E do P(e)← false enddo, Q ← ∅
(barveńı)

• while ’existuje nenavšt́ıvený vrchol’ do
I r ← v , kde N(v) = false, b(r)← A

I BFS(r) s těmito úpravami p̌ri zpracováváńı hrany e = {v ,w}:
I if N(w) = false

I then (nav́ıc) if b(v) = A then b(w)← B else b(w)← A endif
I else if b(v) = b(w) then output ”G neńı 2-barevný”and break
I endif

I enddo

• output b(v) for all v ∈ V



Barveńı grafu

Časová náročnost
Testováńı dvojbarevnosti grafu a p̌ŕıpadné obarveńı dvěma barvami
vyžaduje stejný čas jako prohledáváńı grafu do š́ı̌rky, tedy čas
O(m + n), kde n je počet vrchol̊u a m je počet hran.

Poznámka
Pro testováńı k−barevnosti grafu pro k ≥ 3 zat́ım neńı znám
žádný polynomiálńı algoritmus a p̌redpokládá se, že ani neexistuje.
Horńı odhad počtu barev pro daný graf může poskytnout
následuj́ıćı algoritmus sekvenčńıho barveńı.
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Algoritmus sekvenčńıho barveńı

Vrcholy grafu i barvy uspǒrádáme do posloupnosti (sekvence).
Barvy budeme ḿıt nap̌r. uspǒrádány podle abecedy.

Vstup: (Neorientovaný) graf s vrcholy v1, v2, . . . , vn.
Výstup: Obarveńı grafu b : V → {A,B,C , . . .}.
Myšlenka algoritmu: Obarvujeme vrcholy postupně od v1 do vn,
p̌ričemž každému vrcholu vi dáme tu nejmenš́ı možnou barvu, tj.
kterou nemá žádný jeho už obarvený soused.



Barveńı grafu

Korektnost algoritmu

I Terminace - variant = počet obarvených vrchol̊u (v každém
kroku obarv́ıme jeden daľśı vrchol)

I Parciálńı korektnost - invariant = ”b je obarveńı podgrafu
indukovaného již obarvenými vrcholy”

Tvrzeńı
Necht’ ∆ = max{d(v), v ∈ V } je nejvěťśı stupeň vrcholu grafu G .
Pro barevnost grafu G plat́ı: χ(G ) ≤ ∆ + 1



Barveńı grafu

Poznámka
Pokud algoritmus sekvenčńıho barveńı nalezne obarveńı k barvami,
pak v́ıme jen, že χ(G ) ≤ k. Počet poťrebných barev záviśı na
uspǒrádáńı vrchol̊u, doporučuje se uspǒrádat vrcholy podle stupňů
sestupně, tedy zač́ıt barvit od vrchol̊u nejvyš̌śıho stupně. Ale ani
tehdy nemuśı být výsledné obarveńı optimálńı.

Nap̌r. pro každé k ≥ 2 lze naj́ıt takový strom a takové uspǒrádáńı
jeho vrchol̊u, že sekvenčńı barveńı bude poťrebovat k barev
(p̌restože strom je dvojbarevný).
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Algoritmus sekvenčńıho barveńı

Vstup: Nerientovaný graf G = (V ,E ),
uspǒrádáńı jeho vrchol̊u v1, . . . , vn
a uspǒrádaná množina barev B = {b1, . . . , bk},
kde k = maxv∈V d(v) + 1.

Výstup: Obarveńı grafu b : V → {b1, . . . , bk}.

Datové struktury: Pole Z délky n = |V | obsahuj́ıćı seznamy
zakázaných barev.



Barveńı grafu

Algoritmus sekvenčńıho barveńı

(inicializace)

• for all v ∈ V do Z (v)← ∅ enddo
(barveńı)

• for i ← 1 to n do
I b ← min(B \ Z (vi ))

I b(vi )← b

I for all e = {vi , vj} do
I if i < j then Z (vj)← Z (vj) ∪ {b} endif
I enddo

I enddo

• output b(v) for all v ∈ V
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Časová náročnost
Sekvenčńı barveńı vyžaduje čas O(n + m), kde n je počet vrchol̊u
a m je počet hran.
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	Barvení grafu
	Barevnost grafu, kliky a nezávislé množiny
	Dvojbarevné grafy
	Sekvencní barvení


