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Grafové algoritmy

Významnou část́ı teorie graf̊u jsou grafové algoritmy, testuj́ıćı
vlastnosti graf̊u nebo hledaj́ıćı jisté typy graf̊u.

Algoritmus bude orientován na problém (problem-oriented),
nebudeme se zabývat psańım programu s konkrétńımi datovými
strukturami (machine-oriented).

Algoritmus vždy p̌redstav́ıme (p̌ŕıpadně seṕı̌seme v pseudokódu),
dokážeme jeho korektnost a odhadneme jeho časovou složitost.



Grafové algoritmy

Korektnost algoritmu

Totálńı korektnost algoritmu zahrnuje dvě části:

I terminace - algoritmus zastav́ı pro každý p̌ŕıpustný vstup

I parciálńı korektnost - pokud algoritmus zastav́ı, tak poskytne
očekávaný výstup



Grafové algoritmy

Korektnost algoritmu

K ově̌rováńı totálńı korektnosti algoritmu použ́ıváme:

I variant - veličina, která se během vykonáváńı algoritmu měńı,
a jej́ıž jistá hodnota zaruč́ı, že algoritmus skonč́ı (terminace)

I invariant - vlastnost, která se v pr̊uběhu algoritmu neměńı a
která p̌ri skončeńı zaruč́ı správný výstup (parciálńı korektnost)
Neměnnost invariantu se věťsinou dokazuje indukćı podle
počtu cykl̊u.



Grafové algoritmy

Složitost algoritmu

Budeme odhadovat časovou a prostorovou složitost grafových
algoritmů vzhledem k počtu vrchol̊u n a k počtu hran m daného
grafu.

Bude nás zaj́ımat pouze asymptotická složitost. Základńı operace
budeme odhadovat jednotkou času (což p̌ri konkrétńı implementaci
nemuśı být odpov́ıdaj́ıćı odhad).



Grafové algoritmy

Složitost algoritmu

Necht’ f a g jsou reálné funkce a g(x) ≥ 0 (stač́ı, aby funkce byly
definované a g byla nezáporná ”pro všechna dostatečně velká x”).

Řekneme, že funkce f je O(g), když existuje c > 0 a existuje
x0 ∈ R tak, že pro všechna x ≥ x0 je |f (x)| ≤ c g(x).

Aneb funkce f je O(g), když asymptoticky neroste rychleji než
konstantńı násobek funkce g pro nějakou vhodnou konstantu.



Neorientované grafy

Representace grafu

Pro uložeńı grafu do paměti poč́ıtače můžeme zvolit r̊uzné datové
struktury. Na volbě datové struktury bude pak záviset časová a
prostorová náročnost grafového algoritmu.

Necht’ G = (V ,E ) je neorientovaný graf s |V | = n vrcholy
a |E | = m hranami.
Vrcholy budeme označovat č́ısly V = {1, . . . , n}.
Hrany můžeme zadat některým z následuj́ıćıch způsobů.



Neorientované grafy

Representace grafu

I Seznam všech hran - lze realizovat jako dvě pole délky m,
nap̌r. pole U a V , p̌ričemž hrana ei = {U[i ],V [i ]}.
Hrany mohou být částečně seťŕıděné, nap̌r. tak, že pro každou
hranu ei ulož́ıme jej́ı menš́ı koncový vrchol do pole U a toto
pole seťŕıd́ıme vzestupně.

I Pro každý vrchol máme seznam hran incidentńıch s t́ımto
vrcholem - u neorientovaného grafu je každá hrana e = {i , j}
v obou seznamech, jak pro vrchol i , tak pro vrchol j .
Variace na toto téma - pro každý vrchol je dán seznam jeho
sousedńıch vrchol̊u.



Neorientované grafy

Representace grafu

I Matice sousednosti je čtvercová matice A = (ai ,j) typu n × n
taková, že plat́ı:

ai ,j =

{
1, když {i , j} ∈ E
0, když {i , j} 6∈ E

Pro obecný graf je ai ,j = počet hran s krajńımi vrcholy i a j .

Matice sousednosti neorientovaného grafu je symetrická.
Variace na toto téma - matice délek hran, matice cen hran.



Neorientované grafy

Tvrzeńı
Necht’ A je matice sousednosti neorientovaného grafu G .

1. Matice A2 má na pozici (i , i) stupeň vrcholu i .

2. Matice Ak má na pozici (i , j) počet sledů délky k z vrcholu i
do vrcholu j .



Neorientované grafy

Representace grafu

I Matice incidence je obdélńıková matice B = (bi ,j) typu n ×m
taková, že plat́ı:

bi ,j =

{
1, jestliže i je krajńı vrchol hrany ej ,
0, v ostatńıch p̌ŕıpadech.

Definice matice incidence p̌redpokládá, že hrany jsou
uspǒrádány. Je-li j−tá hrana ej = {i , k}, pak v j−tém sloupci
jsou jedničky právě na i−té a k−té pozici.



Neorientované grafy

Tvrzeńı
Necht’ B je matice incidence neorientovaného grafu G s n vrcholy.

1. Graf G obsahuje kružnici, právě když jsou sloupce v matici B
lineárně závislými vektory nad tělesem Z2.

2. G je souvislý graf, právě když hodB = n − 1.

3. G má p komponent souvislosti, právě když hodB = n − p.



Eulerovské grafy

Problém sedmi most̊u města Královce
Obyvatelé pruského města Královce (Königsberg, Kaliningrad)
uzav́ırali sázky, zda lze proj́ıt p̌res p̌res každý ze sedmi most̊u právě
jednou a nejlépe vrátit se tam, odkud jsme vyšli.



Eulerovské grafy

Problém sedmi most̊u města Královce
Tento problém vy̌rešil Leonhard Euler v roce 1736 jeho práce dala
vznik teorii graf̊u. Euler znázornil mapu města grafem, jehož
vrcholy odpov́ıdaj́ı pevninám a hrany most̊um.

Problém lze nyńı formulovat takto: Dá se daný graf nakreslit
jedńım tahem, aniž bychom nějakou hranu kreslili dvakrát? Bude
to nav́ıc uzav̌rený tah?



Eulerovské grafy

Definice
Eulerovský tah v neorientovaném grafu G je tah, který obsahuje
všechny hrany a všechny vrcholy grafu G .

Eulerovský tah v G tedy obsahuje každou hranu grafu právě jednou
(v tahu se hrany nesḿı opakovat) a každý vrchol aspoň jednou.

Eulerovský tah může být uzav̌rený nebo otev̌rený.

Veškeré následuj́ıćı úvahy plat́ı nejen pro obyčejné grafy, ale i pro
grafy obecně - i Euler̊uv graf pro Královec má paralelńı hrany.



Eulerovské grafy

Definice
Graf, ve kterém existuje uzav̌rený eulerovský tah, se nazývá
eulerovský graf.

Tvrzeńı
Neorientovaný graf je eulerovský, právě když je souvislý a každý
jeho vrchol má sudý stupeň.



Eulerovské grafy

Algoritmus na eulerovský tah

Vstup: souvislý graf G s vrcholy sudého stupně
Myšlenka algoritmu:

1. Vybereme libovolný vrchol v v grafu G .

2. Z vrcholu v prodlužujeme náhodně tah T pomoćı dosud
nepoužitých hran, dokud to jde.

3. Jestliže tah T obsahuje všechny hrany, tak skonč́ıme.
Pokud ne, pak v T existuje vrchol w , v němž zač́ıná ještě
nepoužitá hrana. Tah T ve w rozpoj́ıme, polož́ıme v := w
a opakujeme krok 2.

Výstup: tah T je uzav̌rený eulerovský tah v G



Eulerovské grafy

Lemma 1
Má-li graf všechny vrcholy sudého stupně, pak tah, který už nejde
prodloužit (ve smyslu, že nelze p̌ridat hrany na jeho konec), je
uzav̌reným tahem.

Lemma 2
Je-li graf souvislý a neńı-li libovolný tah v něm eulerovským tahem,
pak je v tahu vrchol, který je koncovým vrcholem nějaké hrany,
která nelež́ı v tahu (= vrchol, z něhož trč́ı nepoužitá hrana).



Eulerovské grafy

Korektnost algoritmu

I Terminace - variant = počet nepoužitých hran, tj. těch, které
nejsou v tahu T . (Ten po každém opakováńı kroku 2 klesá a
klesne až na nulu - viz lemma 2.)

I Parciálńı korektnost - invariant = ”Každý neprodlužitelný tah,
který najdeme v kroku 2, je uzav̌reným tahem.”(Lze dokázat
indukćı z lemmatu 1.)
Jelikož algoritmus zastav́ı, až když jsou v tahu T všechny
hrany, tak je T uzav̌rený eulerovský tah.



Eulerovské grafy

Algoritmus na eulerovský tah

Vstup: Souvislý graf G = (V ,E ), v němž každý vrchol má kladný
sudý stupeň. Označme |E | = m.

Výstup: Eulerovský tah T = (v0e1v1e2 . . . emvm)

Datové struktury: Tah bude representovám jako seznam, vložeńı
jednoho tahu do druhého se provede p̌repsáńım dvou ukazatel̊u.
Representace grafu - pro každý vrchol v je dán seznam všech hran
incidentńıch s vrcholem v . Nepoužitou hranu z vrcholu v lze naj́ıt
v jednotkovém čase.



Eulerovské grafy

Algoritmus na eulerovský tah

(inicializace)

• vyber (náhodně) vrchol v ∈ V
• v0 ← v , T ← (v0), k ← 0 (začneme s tahem délky k = 0)

• j ← 0 (j=délka zkontrolované části)

• všechny hrany jsou nepoužité

(p̌ridáváńı hran)

• while k < m (v tahu T nejsou všechny hrany) do

I while neexistuje nepoužitá hrana z vj do j ← j + 1 enddo
(kontrola tahu - najde prvńı vrchol vj tahu T , z něhož trč́ı

nepoužitá hrana)



Eulerovské grafy

I u0 ← vj , F ← (u0), i ← 0 (tah F délky i)

I while existuj́ı nepoužité hrany z ui do
I vyber nepoužitou hranu e = {ui ,w}
I i ← i + 1, fi ← e, ui ← w (p̌ridej e do tahu F )
I označ hranu e za použitou enddo

(prodlužováńı tahu F po nepoužitých hranách, dokud to jde;

źıskáme uzav̌rený tah F = (u0f1u1 . . . fiui ) z vj do vj)

I T ← (v0e1 . . . vj = u0f1u1 . . . fiui = vj . . . ekvk)

I k ← k + i
(vložeńı tahu F do tahu T v ḿıstě vrcholu vj)

I enddo

• output T = (v0e1 . . . emvm)



Eulerovské grafy

Časová náročnost algoritmu

Časová náročnost p̌redstaveného algoritmu na nalezeńı
eulerovského tahu je O(m) (lineárńı v závislosti na počtu hran).

Přes každou hranu ”projdeme dvakrát”- jednou p̌ri p̌ridáváńı do
tahu T , podruhé p̌ri kontrole, zda z tahu T netrč́ı nepoužitá hrana.
Datové struktury jsou zvoleny tak, aby nás nezdrželo ani
vyhledáváńı nepoužité hrany z vrcholu v , ani vkládává nového tahu
F do tahu T .
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Tvrzeńı
V neorientovaném grafu existuje otev̌rený eulerovský tah, právě
když je graf souvislý a má právě dva vrcholy lichého stupně
(ostatńı vrcholy maj́ı sudý stupeň).

Algoritmus

Algoritmus na nalezeńı otev̌reného eulerovského tahu je stejný jako
pro uzav̌rený tah, pouze muśıme zač́ıt ve vrcholu v lichého stupně.
Inizializace: T ← (v0), kde stupeň d(v0) je lichý.

Při prvńım prodlužováńı tahu T také skonč́ıme ve vrcholu lichého
stupně. Podgraf obsahuj́ıćı hrany nepoužité v tomto tahu má už
stupně všech vrchol̊u sudé.
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Připomeňmě, že počet vrchol̊u lichého stupně v grafu je vždy sudý.

Tvrzeńı
Necht’ má souvislý neorientovaný graf G celkem 2k > 0 vrchol̊u
lichého stupně. Pak jej lze pokrýt k hranově disjunktńımi tahy.

Algoritmus

Přidáme k nových hran, kterými spoj́ıme vrcholy lichých stupňů
(libovolně do dvojic). Najdeme uzav̌rený eulerovský tah a p̌ridané
hrany opět vyhod́ıme. Uzav̌rený tah se rozpadne na k tahů.

Přidáńım hran mohou vzniknout paralelńı hrany, což nevad́ı.
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Problém sedmi most̊u města Královce
Jaké je tedy řešeńı problému sedmi most̊u? Lze tento graf nakreslit
jedńım (uzav̌reným) tahem?
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