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Neorientované grafy

Definice ¢. 1

Graf (= neorientovany graf) G je dvojice (V, E), kde
> V je neprazdna kone¢nd mnozina, prvky nazyvame vrcholy,
> EC (\2/) je mnoZina (n&kterych) dvouprvkovych podmnoZin

7

mnoziny V, jeji prvky nazyvame hrany (neorientované)
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Definice ¢. 1
Graf (= neorientovany graf) G je dvojice (V, E), kde
> V je neprazdna kone¢nd mnozina, prvky nazyvame vrcholy,

> EC (\2/) je mnoZina (n&kterych) dvouprvkovych podmnoZin

mnoziny V, jeji prvky nazyvame hrany (neorientované)

Pokud je hrana e = {u, v}, kde u, v jsou vrcholy, pak fikdme, Ze
u, v jsou koncové vrcholy hrany e, nebo Ze hrana e je incidentni
s vrcholy (&i spojuje vrcholy) u, v.

Hranu e = {u, v} n&kdy znatime jen e = uv.
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Specidlni priklady grafii

» Graf o n vrcholech, ve kterém E = (‘2/) je mnoZina v8ech
dvouprvkovych podmnoZin mnoZiny V/, tj. kazdé dva vrcholy
jsou spojeny hranou, se nazyva tplny graf, znati se K.

» Graf, ktery nemd zadné hrany, se nazyva diskrétni graf.

» Bipartitni graf je graf, jehoZ mnoZina vrcholi se da rozdélit na
dvé disjunktni podmnoziny Vi, V5 tak, Ze kaZzda hrana grafu
m4d jeden koncovy vrchol ve Vi a druhy ve V5.

» Bipartitni graf, ktery obsahuje vSechny moZné hrany, se
nazyva dplny bipartitni graf. Znati se Kn, p, kde |Vi| = m,
|V2| = n jsou velikosti partit.
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Tvrzeni

» Uplny graf K, na n vrcholech m3 (5) = "(";1) hran.

> Uplny bipartitni graf K., ma m-n hran.

Pozndamka
Diskrétni graf je bipartitni, dokonce i jednovrcholovy graf se
povaZzuje za bipartitni s jednou prdzdnou paritou.
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Definice ¢. 2
Neorientovany graf G je trojice (V, E,¢), kde

P> V je neprdzdna konetnd mnoZzina vrchold,
> E je kone¢nd mnozina neorientovanych hran,

P ¢ je pFitazeni, které kazdé hrané e € E p¥ifazuje mnoZinu
{u, v}, kde u,v € V, a nazyvd se vztah incidence.
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Definice ¢. 2
Neorientovany graf G je trojice (V, E,¢), kde

P> V je neprdzdna konetnd mnoZzina vrchold,
> E je kone¢nd mnozina neorientovanych hran,

P ¢ je pFitazeni, které kazdé hrané e € E p¥ifazuje mnoZinu
{u,v}, kde u,v € V, a nazyvd se vztah incidence.

Tato definice dovoluje i paralelni hrany (rozliduje je jmény hran)
a smyZky (tj. hrany, pro n&z ¢(e) = {u}).
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Umluva

Z pohledu definice €. 2 se grafy bez paralelnich hran nazyvaji
prosté grafy. Hrany v prostém grafu pak mizeme jednozna&né
oznacit pomoci jejich koncovych vrchold.

Grafy spliiujici definici €. 1 jsou pak prosté grafy bez smycek,
budeme jim F¥ikat téZ obycejné grafy.

Nebude-li ¥e€eno jinak, budeme pouZivat definici &. 1 a graf pro
nds bude obycejny neorientovany graf, tedy dvojice G = (V/, E).
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Definice

Stuperi vrcholu v je polet hran, které jsou incidentni s vrcholem v,
znati se d(v), anebo deg(v).

Pozn.: V obecném grafu G = (V, E,¢) se p¥ipadna smy&ka

e(e) = {v} potita do stupné& d(v) dvakrat.



Neorientované grafy

Definice

Stuperi vrcholu v je polet hran, které jsou incidentni s vrcholem v,
znati se d(v), anebo deg(v).

Pozn.: V obecném grafu G = (V, E,¢) se p¥ipadna smy&ka

e(e) = {v} potita do stupné& d(v) dvakrat.

Tvrzeni (Handshaking lemma)
Pro kazdy graf G plati ) .\, d(v) = 2|E]|.

Dusledek

KaZdy graf ma sudy pocet vrcholi lichého stupné.
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Specialni pfiklady grafl
Graf G nazveme reguldrni (nebo ptesn&ji r-regularni), pokud maji
vdechny jeho vrcholy stejny stupei (p¥esngji stupefi r).
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Specialni pfiklady grafl
Graf G nazveme reguldrni (nebo ptesn&ji r-regularni), pokud maji
vdechny jeho vrcholy stejny stupei (p¥esngji stupefi r).
Pozorovani

» Uplny graf K, je (n— 1)—reguldrni.

> Uplny bipartitni graf K, , je reguldrni pravé tehdy, kdyz
m=n.

» Pro ni r licha &isla neexistuje r-reguldrni graf na n vrcholech.
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Definice
Je dan obycejny neorientovany graf G = (V, E).

» Podgraf grafu G je graf G' = (V',E’), kde V' C V, E'CE
(tj. pro kazdou hranu e = {u, v} € E’ jsou jeji koncové
vrcholy u,v € V', aby G’ byl graf).

» Podgraf G’ = (V' E’) je faktor grafu G, jestlize obsahuje
vdechny vrcholy tohoto grafu, tj. V/ = V.

» Podgraf G’ = (V', E’) je podgraf indukovany mnoZinou V',
jestlize mnoZina E’ obsahuje v3echny hrany grafu G, které
maji oba krajni vrcholy v mno%in& V’.
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Ptiklad
Necht graf G = Ks je dplny graf na vrcholech V = {1,2,3,4,5}.

» Podgraf indukovany mnoZinou V' = {1,2,3,4} je K4
(vyhodili jsme vrchol v =5 a hrany s nim spojené).

» Diskrétni graf na péti vrcholech a kruZnice délky pét,
tj. graf Cs = (Va E' = {{17 2}7 {27 3}> {37 4}7 {47 5}7 {57 1}})'
jsou faktory grafu G (vyhodili jsme jen né&které hrany).

» KruZnice délky Ctyfi, tj. graf G = (V' ={1,2,3,4},
E"={{1,2},{2,3},{3,4},{4,1}}), je podgraf grafu G
(vyhodili jsme vrchol v =5 a hrany s nim spojené a jesté
n&které daldi hrany).
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Definice
Dva obycejné neorientované grafy Gy = (V4, E1) a G = (Va, E2)
jsou isomortni grafy, jestlize existuje bijekce f: Vi — V; tak, Ze

{u,v} € E; pravé tehdy, kdyz {f(u),f(v)} € E.
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Specialni p¥iklady grafi
» Necht n > 0. Cesta (délky n) je graf isomorfni grafu
s mnoZinou vrcholtd V = {0,1,...,n} a s mnoZinou hran
E ={{0,1},{1,2},...{n—1,n}}. Znakime ji Pp.
» Necht n > 3. Kruznice (délky n) je graf isomorfni grafu
s mnozinou vrchold V = {1,...,n} a's mnoZinou hran
E={{1,2},{2,3},...{n—1,n},{n, 1}, }. Zna&ime ji C,.
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Specidlni p¥iklady grafii
» Necht n > 0. Cesta (délky n) je graf isomorfni grafu
s mnoZinou vrcholtd V = {0,1,...,n} a s mnoZinou hran
E ={{0,1},{1,2},...{n—1,n}}. Znakime ji Pp.
» Necht n > 3. Kruznice (délky n) je graf isomorfni grafu
s mnozinou vrchold V = {1,...,n} a's mnoZinou hran
E={{1,2},{2,3},...{n—1,n},{n, 1}, }. Zna&ime ji C,.

Délka cesty P, je polet hran v této cest&, zna&ime len(P,) = n.
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Pozndamky

» Jednovrcholovy graf bez hran je trividlni cesta délky nula.

» KruZnice coby obylejny graf ma délku n > 3.
Jednovrcholovy graf bez hran se nepovazuje za kruznici!

» Pro obecny graf Ize, s mirnou Gpravou definice, uvaZzovat
o kruznici délky n =1 (hrana je smytka), nebo délky n =2
(hrany jsou paralelnf).
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Definice
» Sled (délky k) v grafu G je posloupnost vrcholl a hran
Vo, €1, V1, €2, ..., Vk_1, €k, Vk takova, Ze hrana e; je incidentn{
s vrcholy vj_1 a v; pro kazdé i =1,2,..., k.

» Sled je uzavreny sled, jestlize vy = vy.

» Trivialni sled je sled, ktery obsahuje jediny vrchol a Zadnou
hranu.

V oby&ejném grafu je sled jednoznacné uren posloupnosti vrchold
VO, V1, - - ., Vk (miZeme zapsat jako vp — vi — - -+ — v, se
"zndzorn&nim hran").
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Definice
» Tah v grafu G je sled, ve kterém se neopakuji hrany.
» Uzavreny tah je uzavfeny sled, ve kterém se neopakuji hrany.
> (Cesta v grafu G je tah, ve kterém se neopakuji vrcholy.

» KruZnice v grafu G je uzavfeny tah s alespoii jednou hranou,
ve kterém se neopakuji vrcholy s vyjimkou vp = vy.
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Definice
» Tah v grafu G je sled, ve kterém se neopakuji hrany.
» Uzavreny tah je uzavfeny sled, ve kterém se neopakuji hrany.
> (Cesta v grafu G je tah, ve kterém se neopakuji vrcholy.

» KruZnice v grafu G je uzavfeny tah s alespoii jednou hranou,
ve kterém se neopakuji vrcholy s vyjimkou vp = vy.

Pozndmka
Trividlni sled je (uzav¥eny) tah i cesta, neni to v3ak kruZnice.
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Pozndamka

Alternativné jsme mohli definovat cestu v grafu G jako podgraf
grafu G, ktery je cestou (tedy grafem P; pro n&jaké t > 0)

a kruznici v grafu jako podgraf, ktery je kruznici (tedy grafem C;
pro n&jaké t > 1).

Budeme obé definice pouZivat dle pot¥eby - cesta &i kruznice

v grafu pro nds bude jak posloupnosti vrcholli a hran, tak
podgrafem sklddajicim se z t&chto vrcholl a hran.
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Lemma (o zkrdceni na cestu)

Pokud v grafu G existuje sled z vrcholu v do vrcholu v, pak v ném
existuje i cesta z u do v, kterd neni del$i nez dany sled.

Definice
Graf G je souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma jeho vrcholy
existuje cesta.

Tvrzeni
Graf G je souvisly pravé tehdy, kdyZ mezi kaZdymi dvéma vrcholy
existuje sled.
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Definice
Kazdy maximalni podgraf grafu G, ktery je souvisly, se nazyva
komponenta souvislosti grafu G.

Poznamka: Maximalni souvisly podgraf je zde my%leno ve smyslu
inkluze, tj. pfidanim libovolného vrcholu & hrany bychom porusili
souvislost nebo by to pf¥estal byt podgraf.

Pozndamka

Komponenta souvislosti je jednozna&né uréena mnoZinou svych
vrcholl, jednd se o podgraf indukovany touto mnoZinou vrchold.
Budeme komponenty souvislosti zapisovat pomoci mnoZin jejich
vrcholi (n&kdy i voln& ztotoZiiovat s témito mnoZinami).
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Definice

Relace dostupnosti na vrcholech grafu G je definovana takto:
u~ v, kdy? v G existuje cesta z vrcholu u do vrcholu v. Rikdme,
Ze vrchol v je dostupny z vrcholu u.
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Definice
Relace dostupnosti na vrcholech grafu G je definovana takto:
u~ v, kdyZ v G existuje cesta z vrcholu u do vrcholu v. Rikdme,

Ze vrchol v je dostupny z vrcholu u.

Tvrzeni
Relace dostupnosti je relaci ekvivalence na mnoZiné vsech vrcholi

grafu G, t¥idy této ekvivalence jsou pravé mnoZiny vrcholi
komponent souvislosti grafu G.
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Definice
Necht G je souvisly graf. Délka nejkrat$i cesty z vrcholu u do
vrcholu v se nazyva vzddlenost vrcholi u a v. Zna&ime ji dist(u, v).
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Definice
Necht G je souvisly graf. Délka nejkrat$i cesty z vrcholu u do
vrcholu v se nazyva vzddlenost vrcholi u a v. Zna&ime ji dist(u, v).

Tvrzeni
Vzdalenost vrcholl je metrikou na mnoZiné vrcholl souvislého
grafu G = (V, E). Tj. pro libovolné vrcholy u, v, w € V plati:
» dist(u, v) > 0, pfitom rovnost nastane pravé tehdy, kdyz
u=v;
» dist(u, v) = dist(v, u);
» dist(u, v) < dist(u, w) + dist(w, v).
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Literatura
» J. Demel: Grafy a jejich aplikace, Academia, 2015.
(T¥eti vydani (2019) dostupné online.)
> J. Matousek, J. NeSet¥il: Kapitoly z diskrétni matematiky,
Nakladatelstvi Karolinum, 2000.



	Neorientované grafy
	Definice a stupne vrcholu
	Podgrafy a isomorfismus grafu
	Sledy, tahy a cesty, souvislý graf


