
Př́ıkladová dávka č. 2
(k řešeńı mezi 12.3. – 26.3.)

Tato dávka př́ıklad̊u slouž́ı k procvičeńı popisu materiálových prostřed́ı s
časovou disperźı.

Na přednášce byl ukázán popis odezvy lineárńıch materiál̊u jak v časové,
tak ve frekvenčńı oblasti. V př́ıpadě pasivńı isotropńı elektrické susceptibi-
lity např. plat́ı

D (ω) = ε0 (1 + χe (ω))E (ω) (1)

nebo ekvivalentně

D (t) = ε0

E (t) +

∞∫
−∞

χe (τ)E (t− τ) dt

 . (2)

Kauzalita a reálnost elektromagnetických poĺı pak omezuje možné formy
susceptibility pouze na funkce, u kterých χe (t < 0) = 0 a χ∗e (−ω) = χe (ω).

Úloha 1 (1 bod)

Popǐste, proč z předchoźıch předpoklad̊u vyplývá, že susceptibilita χe (ω) je
analytickou funkćı v dolńı polorovině komplexńı proměnné ω = Re {ω}+ jIm {ω}
včetně reálné osy.

Úloha 2 (1 bod)

Určete časové pr̊uběhy elektrické susceptibility u následuj́ıćıch disperzńıch
model̊u:

• Lorentz̊uv model: χe (ω) =
ω2
p

ω2
0 − ω2 + jωΓ

• Drude̊uv model χe (ω) = −
ω2
p

ω (ω − jΓ)

• Debye̊uv model χe (ω) =
εs − 1

1 + jωτ

U těchto model̊u ověřte, že plat́ı χe (t < 0) = 0 a χ∗e (−ω) = χe (ω) a tvrzeńı
o analyticitě.

Úloha 3 (1 bod)

Odvod’te tzv. Kramers-Kronigovu relaci

χe (ω) = P.V.
j

π

∞∫
−∞

χe (Ω)

Ω − ω
dΩ, (3)
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kde P.V. znač́ı Cauchyho hlavńı hodnotu integrálu, která svazuje spektrum
reálné a imaginárńı části susceptibility takto

Re {χe (ω)} = −P.V.
1

π

∞∫
−∞

Im {χe (Ω)}
Ω − ω

dΩ

Im {χe (ω)} = P.V.
1

π

∞∫
−∞

Re {χe (Ω)}
Ω − ω

dΩ

(4)

Standardńım postupem při odvozeńı je použit́ı Cauchyho integrálńıho teorému
a integrálu ∮

C

χe (Ω)

Ω − ω
dΩ (5)

na křivce dle Obr. 1 při R → ∞ a při limitně nulovém poloměru p̊ulkruhu
kolem bodu Ω = ω.

Im
{W

}

Re{W}W = w

R
C

Obrázek 1: Křivka C pro Cauchẙuv integrálńı teorém.

Pozn. č. 1: Kramers-Kronigova relace ř́ıká, že ztrátový materiál muśı být
i disperzńı a naopak.

Pozn. č. 2: Rozmyslete, co Kramers-Kronigova relace ř́ıká o materiálech,
které bychom běžně nazvali bezztrátové. Jako př́ıklad lze vźıt bezztrátový
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Lorenz̊uv model Re {χe (ω)} =
ω2
p

ω2
0 − ω2

. Jakou má tato susceptibilita ima-

ginárńı část? Je nulová?

Pozn. č. 3: Kramers-Kronigova relace plat́ı obecně pro všechny kauzálńı
lineárńı systémy, např. pro obvodové impedance. Předchoźı bezztrátový Lo-
renz̊uv model by v tomto př́ıpadě byl ekvivalentem impedance bezztrátového

paralelńıho rezonančńıho obvodu Z =
1

jωC +
1

jωL

=
jω/C

ω2
0 − ω2

. Rozmyslete,

co ř́ıká Kramers-Kronigova relace o reálné a imaginárńı části této impedance.
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