Optimalni poradi nasobeni matic

Pocet operaci v nasobeni dvou matic
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a*c prvku
ve vysledné matici

b operaci nasobeni pro vypocet
jednoho prvku vysledné matice

Vynasobeni dvou matic o rozmérech axb a bxc
vyzaduje celkem a * b * ¢ operaci nasobeni dvou prvku (Cisel).

Scitani zde neuvazujeme, Ize pro néj vyvinout analogicky postup.
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Priklad nasobeni vice matic
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5

Mes[i] A

2
Soucin (A4 x Ag) xAg vyzaduje 54 operace nasobeni .
Soucin A4 x (AyxAs3) vyzaduje 100 operaci nasobeni.
Evidentné, na zpusobu uzavorkovani zalezi .

Catalanova cisla CN
Soucin A1 X A2 X A3 X e X AN Ize uzavorkovat

CN = Comb(2N, N) / (N+1) zpusoby.

Cq,Co s C7  =1,1,2,514,42,132,... Cyy >2NproN>7.

§y m=nmm

V obecném pripadé by meélo vyzkouseni vSech uzavorkovani
exponencialni slozitost.
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Instance ulohy

Mame spocitat co nejefektivneji soucin realnych matic
AqxAgxAgz x Ay xAg x Ag,

kde rozméry jednotlivych matic jsou po rade

30 x 35,35 x15,15x 5,5 x 10, 10 x 20, 20 x 25.
(Vysledna matice D ma rozmeér 30 x 20).

Graficka podoba (dimenze matic ve spravhém pomeéru)

A A, A3 A, As Ag D
X X X X X

Instance prevzata z [CLRS], kap. 15.
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Aq

A, A3 A; As Ag D

X X X X

Sledujeme jen pocet operaci soucinu dvou realnych cCisel.
Uvazujeme rizné moznosti uzavorkovani a tim i poradi vypoctu.

metoda
zleva doprava
zprava doleva
nejhorsi

nejlepsi

Vyraz Pocet operaci
((((Aq x Ag) x Ag) x Ay) x Ag) x Ag 43 500
A4 x (Ag x (Ag x (Ag x (A5 x Ag)))) 47 500
Aq x ((Agy x (A3 x Ag) x Ag)) x Ag) 58 000
(Aq % (Ag x A3)) x ((Agq x As) x Ag) 15 125
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A1%(A2 x Ag x Ag .. x ANq4 X AN)
(Aq x AZ)?(A:,, x Ag ... x ANq x AN)
(A x Ay x A3)§(A4 .. X ANq x AN)
(Aqx Ay x Ag x A4)§( .. X AN % AN)
(Agx Ay x Ag x Ay x ...)x (AN-q X Ap)

&

(A1 X A2 X A3 X A4 X ww X AN_1)>< AN

'\

> N — 1 moznych mist,
Vv hichz vyraz
rozdélime -

a provedeme
posledni nasobeni

S

Predpokladejme, ze mame predpocitano optimalni uzavorkovani

pro kazdy modry usek celkového vyrazu.
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Ay x(Ap x Az x Ag ... x Ay x Ay) = B[1,1] x B[2,N]
(Aqx Ag)x (A3 x Ay .. x ANyq x ANy) = B[1,2] x B[3,N]
(Aqx Ap x Ag)x(Ag ... x Ayg1 X AN) = B[1,3] x B[4,N]
(Aqx Ag x Ag x Ag)x(..x ANq x AN) = B[1,4] x B[5,N]

(A1 X A2 X A3 X A4 X )X (AN_1 X AN) - B[1,N-2] X B[N-1,N]
(A1 X A2 X A3 X A4 X e X AN_1)X AN - B[1,N-1] X B[N,N]

Matice BYJi, j] predstavuje vysledek vynasobeni odpovidajiciho useku.

Necht' r(X) resp. s(X) predstavuji pocet radka resp sloupct matice X.
Podle pravidel nasobeni matic plati
r(BIi, jI) = r(A;), s(BIi, j]) = s(A;), pro1sisjsN.
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Necht’ MOJi, j] predstavuje minimalni pocet operaci potrebnych
k vypoctu matice BJi, j], tj. minimalni pocet operaci potrebnych
k VypOétu matice AI X A|+1 X iaa X Aj'1 X Aj

B[1,1] x B[2,N] MO[1,1] + r(A)*s(A,)*s(Ay) + MO[2, N]
B[1,2] x B[3,N] MO[1,2] + r(A)*s(A,)*s(Ay) + MO[3, N]
B[1,3] x B[4,N] MOI[1,3] + r(A)*s(As)*s(Ay) + MO[4, N]

B[1,N-2].>.<. B[N-1,N] MOI[1,N-2] + r(A,)*s(Ay.o)*s(Ay) + MO[N-1, N]
B[1,N-1] x B[N,N]  MO[1,N-1] + r(A,)*s(Ay.)*s(Ay) + MOIN, N]

J

Y. Y. Y.
operaci v operaci pri operaci v
levém useku nasobeni pravém useku

B[1,.] x B[.,N]

Celkem dostavame MO[1,N]:
MOI[1,N] = min {MO[1,k] + r(A4)*s(A,)*s(Ay) + MO[k+1, N] | k =1..N-1}
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MO[1,N] = min {MO[1,k] + r(A,)*s(A,)*s(Ay) + MO[k+1, N] | k = 1..N-1}

Za predpokladu znalosti MOJi, j] pro useky kratsSi nez [1, N],
Ize reSeni celé ulohy, tj. hodnotu MOJ[1, N], spoCist v €ase ®(N). (*)

Rekurentni vyuziti reSeni mensich poduloh

Identické uvahy, jaké jsme provedli pro cely vyraz
Agx ApgxAgz x..xAp,
provedeme rovnéz pro kazdy jeho souvisly usek

Pocet téchto souvislych Useku je stejny jako pocet dvojic indexu
(L, R), kde 1 =L <R £ N. Ten je roven Comb(N, 2) € ©(N?).
Podulohu na useku (L, R) Ize spocist podle (*) v case O(N),

celou ulohu tak Ize vyreSit v case O(N3).
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MO[L,R] = min {MO[L,k] + r(A,)*s(A,)*s(Ag) + MO[k+1,R] | k = L..R-1}
Hodnoty MO[L,R] ukladame do 2D pole na pozici s indexy [L][R].

Pri vypoctu MO[L,R] podle @ pouzivame vesmes hodnoty MOJ[x,y],
kde rozdil y - x (odpovidajici délce podvyrazu) je mensi nez

rozdil R - L.

Tabulku DP proto vyplhujeme v poradi rostoucich rozdila R - L.

0. Vyplnime prvky s indexy[L][R], kde R-L = 0, to je hlavni diagonala.
1. Vyplnime prvky s indexy[L][R], kde R-L =1, to je diagonala
tesneé nad hlavni diagonalou.
2. Vyplnime prvky s indexy[L][R], kde R-L = 2, to je diagonala
téesne nad predchozi dlagonalou

N-1. Vyplnime prvek s indexem [L][R], kde R-L = N-1, to je pravy
horni roh tabulky.
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Schéma postupu vypoctu

R-L=0

R-L=3
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MOI[L,R] = min {MO[L,k] + r(A)*s(A,)*s(Ag) + MO[k+1,R] | k = L..R-1}

Ukazka postupu vypoctu

MO[3,8] = min {
MO / MOI[3,3] + r(A;)*s(A3)*s(Ag) + MO[4,8],
1 234567 8 MO[3,4] + r(A3)*s(A4)*s(Ag) + MO[5,8],
0 7 MO[3,5] + r(A;)*s(As)*s(Ag) + MO[6,8],
0 / MO[3,6] + r(A;)*s(Ag)*s(Ag) + MO[7,8],
L/ MO[3,7] + r(A;)*s(A,)*s(Ag) + MO[8,8]}

Oznacme PI[L, R] :=r(A|)*s(Ag). Potom

MO[3,8] = min {
0 + S(A;)*P[3,8] +w,
a + s(A,)*P[3,8] + x,
b + S(A5)*P[3,8] +y,
0 ¢ + S(Ag)*P[3,8] + z,
0 d + s(A,)*P[3,8] + 0}.
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Instance ulohy

Optimalni poradi nasobeni matic

Aq A, A3 Ay As Ag D
X X X —
30 x 35 35x15 15x5 5x10 10 x 20 20 x 25 30 x 25
MO 1 > 3 4 5 6
1 0 15750 7875 9375 11875 [15125
> 0 0 2625 4375 7125 10500
3 0 0 O 750 2500 5375 _
f 0 0 0 0O 1000 3500 | ©optimum
5 0 0 0 0 0 5000
6 0 0 0 0 0 0




Optimalni poradi nasobeni matic

Rekonstrukce uzavorkovani

MO[L,R] = min {MO[L,k] + r(A,)*s(A,)*s(Ag) + MO[k+1,R] | k = L..R-1}

Pri uréeni MO[L,R] do rekonstrukéni tabulky RT stejné velikosti jako MO
zaneseme na pozici [L][R] hodnotu k, v niz minimum nastalo.
Hodnota k uréuje optimalni rozdéleni vyrazu

(ALX AL+1 X vew X AR)
na dva mensi optimalné uzavorkované vyrazy

(ALX AL+1 X waa X Ak) X (Ak+1 X Ak+2 X waa X AR)

Hodnota RT[1, N] ur€uje optimalni rozdéleni celého vyrazu
Aqx Agx... x Ay
na prvni dva mensi optimalné uzavorkované vyrazy
(Aqx Ag x .o x Ay) x (Apsq X Aggo X ... X Ay)-
Dale rekonstrukce optimalniho uzavorkovani pokracuje rekurzivné analogicky
pro vyraz (Aq x Ag x...x Ay) aprovyraz (Apsq X Agso X ... x Ap)
a dale pro jejich podvyrazy atd.
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Odvozeni asymptotické slozitosti
Pocet bunék, z nichz je pocéitan obsah

index  Radkové dané burky v DP tabulce, je amérny
radku soucty slozitosti vypoc€tu obsahu této bunky.
Ak=N-1 V27 (N-1)*N 1| 2| 3 N-3 | N-2 | N-1
k=N—2 12*(N-2)*(N-1) 1 | 2 N-4 | N-3 | N-2
k=N-3 1/2*(N-3)*(N-2) 1 N-5 | N-4 | N-3
k=k 1/2 * k * (k+1) 1 N-k-2|N-k-1| N-k
k=3 12*3*4 1 2 3
k=2 12*2*3 1 2
k=1 1/2*1* 2 1
N-1 N-1 N-1
Celkovy 12* ¥ k*(k#1) = 12* ¥ k2 + 12* 3 k
- k=1 k=1 k=1
soucet

1/2* (N=1) * N * (2N-1)/6 + 1/2* (N-1) * N/2 € O(N?)



