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Co uz zname z posledni prednasky?

* Komprese, klasifikace a hodnoceni u¢innosti

* Modelovani a kédovani

* Informace, vlastni informace

e Pojem entropie a modely odhadu entropie zdroje

* Jednoznacné dekddovatelné kddy

* Prefixové kédy a moznost jejich reprezentace binarnim stromem

* Kraft-McMillanova nerovnost — podminka pro délku slov jednoznaéné
dekodovatelného kodu

* Princip minimalni popisnou délku (Kolgomorovska sloZitost)



Typy kodovani

Jednoznacné dekddovatelné

e zpravu lze dekddovat tak, ze najdeme nejmensi pocet znakd, ktery tvofi kédové
slovo, tyto znaky umazeme a pokracujeme v dekédovani

Prefixové
* Zadné kdédové slovo a; neni pfedponou (prefixem) jiného «;

Optimalni prefixovée

* znaky vyskytujici se s vyssi pravdépodobnosti maji kddova slova kratsi

* dveé nejdelsi kdédova slova se liSi pouze v poslednim bitu a odpovidaji dvéma
nejfidSeji se vyskytujicim symboliim

A/BCDEFG-00,10,011,010, 110, 1110, 1111



Blokové kodovani

* kodovani je blokové, jestlize vSechna kédova slova maji stejnou délku
* blokové kédovani je prefixové a tedy jednoznacné dekddovatelné

Priklad ASCII kéd

* abeceda o 52 znacich (26 malych a 26 velkych)
e Cisla (0-9), interpunkce

e v8echny binarni kody stejné dlouhé (7 bitt)

'a’ — 01100001
‘A’ — 01000001



Nejkratsi kod

Z1,...2r znaky zdrojové abecedy
Pi,...Pr pravdépodobnosti vyskytu znaky ve zprave

p
p1+p2+...przz=1, ,06(0,1)
i

ny,...ny délky kédovych slov .
n primérna délka kédového slova I(C(Z2))

r
N=mpi+NoPo+...0Pr=> NePr
i=1

Nejkratsi kod

* nejkratSim s-znakovym kédovanim zdrojové abecedy Z s pravdépodobnostmi
vyskytu P se rozumi prefixové kédovani této abecedy pomoci s znakd, které ma
nejmensi moznou primérnou délku slova n.



Optimalni kéd — Shannon noisless coding theorem

Pro optimalni jednoznacné dekodovatelny kéd C(A) ze zdrojové abecedy A do kddové
abecedy B plati

A(A) <n< H(A) +1
logom logom

H(A) je entropie zdroje symbolt A, m je velikost B

redundance: n— H(A)/logam, také v % z H(A)/logom

absolutné optimalni kéd: n= H(A)/logom

* zmeénou zdrojové abecedy na k-tice (nezavislych) symboll z plvodni abecedy A

(rozSifeni zdrojové abecedy, source extension) se lze s n k H(A)log.m libovolné
priblizit (az do k — o0):

HA) _ HAA) 1
<n< + —
logom logom Kk



Modelovani

definice symbolu zprav, resp. zdrojovych komponent zprav

e definice Uzce souvisi s typem komprimovanych dat, spi§ uméni nez technologie

prirazeni pravdépodobnosti vyskytu hodnotam zdrojovych symbold

e statistické metody komprese

vyclenovani opakované se vyskytujicich vzorkd symbolU

* slovnikove metody komprese
* hledani korelaci mezi vzory

modelovani zdroje a syntéza dat

* model konecnych stavl, generator zprav je kone¢ny automat
* model na bazi gramatiky



Priklad

X1,X2,...,X12=2,2,4,6,7,7,7,10,10,11,11,14
A={2,4,6,7,10,11,14}

1. Cislo ve dvojkové soustave
= 4b/znak = 48b



Priklad

X1,X2,...,X12=2,2,4,6,7,7,7,10,10,11,11,14
A={2,4,6,7,10,11,14}

2. 7 raznych Cisel ve dvojkové soustave
= 3b/znak = 36b



Priklad

X1,X2,...,X12=2,2,4,6,7,7,7,10,10,11,11,14
A={2,4,6,7,10,11,14}

vvvvvv

7 - 01
11— 111
10— 110
2 —~ 101
14— 100
4 — 000
6 — 001
= 33b = 2.75b/znak



Priklad

X1,X2,...,X12=2,2,4,6,7,7,7,10,10,11,11,14
A={2,4,6,7,10,11,14}

4. kddovani opakovani Cisla
zadné opako-

. 0
vani
Je,dn,o opako- _ 10
vani

dvé opakovani — 11

7x3b + 11b
= 32b = 2.66b/znak



Priklad

X1,Xo,...,X12=2,2,4,6,7,7,7,10,10,11,11,14
A={2,4,6,7,10,11,14}
5. malé rozdily mezi sousednimi Cisly

predikce
d1 =X1 = 2
di=x;-x.1=0,2,2,1,0,0,3,0,1,0,3

4b + 2b/rozdil
= 26b = 2.16b/znak



Priklad

X1,Xo,...,X12=2,2,4,6,7,7,7,10,10,11,11,14
A={2,4,6,7,10,11,14}
6. vztah mezi Cisly

predikce
X=i+1
di:XI'_)a :03_1705171307_15170707_151

0—-0
-1 - 10
1—->11
= 19b = 1.583b/znak



Zpusoby koédovani

Rovnomeérné kddovani

e kazdému znaku je pfifazen stejné dlouhy kod,

* jednodussi, rychlejSi na zpracovani, ale méné hospodarné,

e prifazuje kazdému znaku abecedy stejné dlouhy kod bez ohledu na Cetnost jeho
vyskytu,

* typickym predstavitelem je Baudotovo kédovani.

Nerovnomeérné kodovani

* kazdému znaku je pfifazen jinak dlouhy kéd,

* na konstrukci a zpracovani je obtiznejsi, miaze vSak byt maximalné hospodarné,
e predstaviteli jsou Shannon-Fanovo nebo Huffmanovo kédovani.



Pristup k informaci

Sémanticky (logické algoritmy)
e studuje sémantiku (logickou informacni hodnotu) zdrojovych dat
e zpravidla se jednd o ztratovou kompresi

Syntakticky (fyzické algoritmy)
* nezalezi na sémantice dat a pracuje bez zfetele na logiku dat
* nové sekvence symbolu (bitl, bajtd, ...), pokud mozno kratsi

Pragmaticky
* studuje se UcCinek zdrojovych dat na pfijemce kédované zpravy



Statické a adaptivni algoritmy

Staticka (neadaptivni komprese)

* Neménna procedura komprese, neménny model
* Procedura komprese nezavisla na vlastnostech aktualné komprimovanych dat

Adaptivni komprese

* Dynamicky se ménici procedura komprese, proménny (adaptivni) model

* Procedura komprese respektujici statistické vlastnosti konkrétnich aktualné
komprimovanych dat

Vétsina algoritmil ma obé varianty.



Miry kompresnich algoritmu

Casova a pamétova slozitost / naro¢nost
e asymptoticka slozitost
* experimentalni naro¢nost — test na referencnich datech

Miry komprese

* kompresni pomér (compression ratio) = pomeér velikosti originalnich a
komprimovanych dat, také jako procento velikosti komprimovanych dat z velikosti
originalnich dat

e compression rate = primérna velikost komprimovanych dat na vzorek originalnich
dat, napf. pixel u obrazu — bitd/pixel

Mira zkresleni

* rozdil mezi originalnimi a dekomprimovanymi daty, vice zpisobd méfeni ,pfesnosti
(fidelity) a ,kvality” obsahu



Miry komprese

* komprese
* kdédovani zpravy délky O(X) [b] na zpravu délky L(X) [b]
e cilem je dosazeni L(X) « O(X)
* idedlné L(X) - H(X), kde H(X) je redundance
* méneé nez H(X) nelze kddovat bezeztratove

e kompresni pomer, L(X)/O(X)

kompresni faktor, O(X)/L(X)

e kompresni zisk, (O(X) - L(X))/O(X)

* redundance zpravy, R(X) = O(X) - H(X)

redundance komprimované zpravy, R(X) = L(X) - H(X)



Experimentalni méreni uc¢innosti - datové korpusy

Calgary Corpus (1987)
® http://corpus.canterbury.ac.nz/descriptions/#calgary

* 14 souboru — text, grafika, binarni soubory

Canterbury Corpus (1997)

® http://corpus.canterbury.ac.nz

* 11 souboru + artifical c. (4) + large c. (3) + miscellaneous c. (1)

Silesia Corpus (2003)
® http://sun.aei.polsl.pl/~sdeor/index.php?page=silesia
* 18 soubort o velikostech 6 — 51MB

Prague Corpus (2011)
* Jan Holub et al., FIT CVUT, Praha


http://corpus.canterbury.ac.nz/descriptions/#calgary
http://corpus.canterbury.ac.nz
http://sun.aei.polsl.pl/~sdeor/index.php?page=silesia

Bezeztratové algoritmy

RLE (Run-length)
Move-To-Front (Bentley)
Shannon-Fano

Huffman

Arithmetic

Lempel-Ziv (Welsh)



Zakladni metody kdédovani



Intuitivni metody

Baudotuv kod
* 5 bitovy kod, 62 znakll

* fidici symboly: zména registru (pismena / Cisla), konec fadku, ...

* telex, dalnopis

Ad hoc komprese textu

e vynechani mezer + bitovd mapa poloh mezer
* kédovani ASCII kédu (7b) v 8b bytech
e kodovani Cisté Ciselnych dekadickych dat - 2 Cislice v byte



MacWrite

WYSIWYG word processor, Apple Macintosh (1984)
Symbolem je slabika obsahuijici

* jeden ASCII znak

e dva komprimované znaky

Komprimované znaky

* 4-bitové kody pro 15 nejCasteji pouzivanych znaku

* pro zobrazeni ostatnich znaku se pouzije slabika se znakem ESCAPE néasledovana
v dal$i slabice plnym ASCII znakem

Kazdy odstavec (paragraf) se uchovava v komprimované nebo v nekomprimované
verzi podle toho, které verze je kratsi
Indikace komprimovany /nekomprimovany odstavec +1 bit



Run Length Encoding, RLE

= nahrada skupin opakujicich se symbolu (runs) Citatem opakovani a specifikaci

opakovaného symbolu

Priklad

* WWWWWWWWWWWWBWWWWWWWWWWWWBBBWWWWWWW
WWWWWWWwWwWwWwWwWwwwwwBWWWWWWWWWWWWWW

* 12W1B12W3B24W1B14W

Bytovy proud — napf. jeden byte uréuje pocet opakovani kédovaného bytu, druhy byte

udava hodnotu kdédovaného bytu

Nevhodna vstupni data — maze byt nelcinna a velikost proudu z vystupu kodéru az

dvojnasobné oproti vstupu

e az pro posloupnosti delSi nez urcity poCet symbolu, napt. 3

Aplikace — text, obraz (BMP)



RLE, MNP class 5

RLE komprese pouzivand historicky v modemech MNP, Microcom, Inc., Microcom
Network Protocol (in flight coding)
Dosahoval az 200% ucinnost
Zakladem je metoda RLE
* 3 identické byty vyslané bezprostfedné po sobé spousti RLE
* za tyto 3 byty se vsouva repeti¢ni indikator (byte)
e pokud se v opakovani nepokracuje, repeticni indikator je 0
* opakovani 3 bytll zplsobuje expanzi zpravy AAA — AAAQ
* opakovani 4 bytll zachova plvodni délku zpravy AAAA — AAA1
* ke kompresi dojde pfi opakovani 5 a vice bytll AAAAAA — AAA2

* pocet repetic je uméle omezen na hodnotu 250

Pro kédovani ndsobné pouzitych znakil v textu se pouziva dynamicky udrzovana
tabulka bitové kratSich kédovych slov



ITU-T T4 (Group 3) - standard FAXovych stroju

Princip

Kazdy fadek stranky je tvoreny stfidanim posloupnosti bilych (w) a ¢ernych (b) pixeld
predpoklada se, ze radek zacina bilym pixelem

koduji se pouze délky téchto posloupnosti

bbbbwwbbbbb — 1,4,2,5

Implementace

* Huffmanovo kédovani s prednastavenou kédovou knihou
e odlisné kédovani pro délky sledu ¢ernych a bilych pixell
* pro vyjadieni délek posloupnosti pixell vétsich nez 64 se pouzivaji definovana kédova
slova pro nasobky 64

¢ délka posloupnosti 150 pixelt se kdduje kédovym slovem pro délku 128 pixeld +
kédovym slovem pro délku 22 pixeld



Move-to-Front kdodovani

e dynamicky se vytvari a udrZzuje abeceda A

* kod znaku odpovida jeho poradi v A
* je dané dosavadni frekvenci vyskytu znaku v kédované zpravée
® kod prvku v A platny pouze v jistém okamziku

A =thes,e - 2
A = eths

* mensim indexdm (celym Cisliim) se pfidéluji kratSi kédova slova nez vétsim indexdm
e uplatnuje se tzv. lokalni adaptivita, efektivni v pfipadech, kdy se koncentruje v jistém
misté v souboru identické symboly



Move-to-Front kdodovani

Strategie pridéleni indexu

Necht' A je 8 prvkova abeceda A = {a,b,c,d,m,n,o0,p}

* Indexy lze oznacit (1,...,8)

e Binarné: 1,10, 11, ..., 1000

* Pozadavek na bezprostfedni jednoznacné dekddovani
¢ Blokovy kdd — neefektivni
* Kédova slova proménné délky — prefixovy kéd

» Kazda hodnota indexu i se prefixuje log.i poctem nul
¢ 1,010,011, 0011, ..., 0001000

Dochazi ke zméné entropie textu, pouziva se jako predkrok k Huffmanové kédovani



Move-to-Front kodovani

Priklad kédovani retézce

abcap

°a-1 A=a,b,c,d,m,n,0p
e ab—-> 1010 A=Db,a,c,d, mn,o,p
* abc - 1010 011 A=c,b,a,d,mn,o,p
* abca— 1010011 011 A=a,c,b,d, mn,o,p

abcap -~ 1010011 011 0001000 A=p,a,c,b,d,mn,p



Kodovani cisel

* kddovani pfirozenych Cisel — cela Ize bijektivné zobrazit na pfirozena

e predpokladame, Ze vétsi Cisla se vyskytuji s mensi pravdépodobnosti
* binarni kédy s proménnou délkou
e proménna délka kédovych slov pro zdrojova slova pevné délky

V porovnani s blokovym kédem, s vyuzitim bufferu
Unarni kod
* koédovani pfirozenych Cisel
Alpha —j > 0 zfetézeni 1 a 0 (nebo opacné)
prefixovy, délka i + 1, optimalni pii P(i) =2~/
a(1)=1,a(i+1) =0a(i)



Binarni kod

Beta—-3(0) =0, (1) =1, g(2i) = 8(i)0, B(2i +11) = B(i)1
vlastnosti: |3(/)| = [log(i)| + 1, neni prefixovy
binarni kéd s pevnou délkou

* |A| = n— pevna délka kédového slova

¢ optimalni kéd pro rozdéleni pravdépodobnosti p(i) = 1E
binarni kéd s rostouci délkou

* n je aktualni velikost slovniku
¢ slovnik roste — délka kddu se prodluzuje

® co kdyz n neni mocnina 2?

Minimalni binarni kéd 5,

e j<2K_n—(k-1) bitovy binarni kéd i

e jinak — k bitovy binarni kéd pro i + 2K - n

Cislo

kod

—_

0 N o o0~ WD

000
001
010
011
100
101
110
1110
1101




Eliasovy koédy

Peter Elias (1975)

Redukovany binarni kod g'(i) = 5(i) bez prvniho bitu
¥ (1) = a(|B(D)B (1)
* ')l =2[log(i)] +1
~(i) je permutace /(i)
* kazdy bit unarniho kédu a nasledovan bitem binarniho kédu s’
§(1) =~(B(NHNA"(I)
v konstrukci Ize analogicky pokracovat

Vlastnosti:

* v, jsou dlouhé pro velka i
® § je dlouhé pro kratsi i
* v praxi postaduje ¢ — |y(10%)| = 59, |5(10%)| = 39, |¢(10°)| = 39



Golombuv kod

Solomon Wolf Golomb (1966)

Golombuav kéd Gp(i), i=1,2,3,... s parametrem be 1,2 3,...
e Kombinace unarniho a minimalniho binarniho kédu
Gp — selektor skupiny | pozice ve skupiné:

Gp(i) = a([(I-1)/b] +1) Bp ((i-1) mod b)

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
b=1 1 01 | 001 | 0001 | 00001 | 000001 | 0000001 | 00000001 | 000000001
b=5 100 | 101 | 110 | 1110 1111 0100 0101 0110 01110

* optimalni prefixovy kéd pro geometrické rozdéleni p(i) = (1-p)~'p



Ricelv kod

e Robert F. Rice (1979)

* Riceav kod Rk (i) = Go (i)
* kombinace unarniho a binarniho kédu: Ry = a(xxxxxxxx + 1)|dolnich k bitd

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
k=1 10 11 010 | 011 | 0010 | 0011 | 00010 | 00011 | 000010
k=5 | 100 | 101 | 110 | 111 | 0100 | 0101 0110 0111 00100




Statistické kompresni metody



Entropie zdroje

Abeceda A = {A,B,C, D}

Pravdépodobnosi vyskytu 2, 1, L, L

Entropie zdroje

~310g> (2) - 31092 (%) - 151092 () - 751092 (15 ) = 1.186 [b/symbol]

Kdédovani 1

A=00,B=01,C=10,D =11, primér 2 [b/symbol]

Kédovani 2 (prefixovy kéd, slova proménné délky)

A=0,B=10,C=110,D =111, primér 1,375 [b/symbol]

Kédovani 2 dosahuje primérné délky symbolu blizsi entropii nez kédovani 1 — je
efektivnéjsi.



Tunstallav kod

= zdrojova slova proménné délky kddovana na kdédova slova pevné délky k > logmn
kddovych symboli = blokovy kéd, ~ variable-to-fixed code (n je velikost zdrojové
abecedy, m je velikost kodové abecedy)

Zakladni mys$lenka

* Méjme abecedu X = {xq,...,Xj,...,Xm}

Necht x; je prvek abecedy s nejvys§si pravdépodobnosti vyskytu

Vyradmeé x; z abecedy X a doplfime ji dvoupismennymi fetézci xxq, ..., XjXm
Pokud [X] + (m-1) < 2", postup opakujme

Vysledkem je reprezentace prvkl abecedy n-bitovymi Cisly



Shannon-Fanova metoda

Statistickd metoda bezeztratové komprese navrzena roku 1949

* Claude Shannon'

* Robert Fano

* Weaver

Od Huffmanova kédovani se lisi pouze konstrukci binarniho stromu
e Konstruovan o kofene smérem k listim

* Rekurzivni algoritmus

Re&eni nemusi byt optimalni, proto se téméf nepouziva.



Shannon-Fanova metoda

Konstrukce binarniho stromu
1. Zdrojové znaky usporadame podle pravépodobnosti p;

2. Zdrojové znaky se rozdéli na dveé podskupiny tak, aby soucCet pravdépodobnosti byl v
obou skupinach priblizné stejny

3. Prvni skupiné se pfifadi symbol 0, druhé 1
4. Posledni dva kroky opakujeme, dokud v kazdé podskupiné nezlistane jen jeden znak



Shannon-Fanova metoda, priklad

ORORORCRGRORO

0,25 0,15 0,15 0,1 0,05



Shannon-Fanova metoda, priklad

@@@@@@@

0,25 15 0,15 0,1 0,1 0,05




Shannon-Fanova metoda, priklad
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Shannon-Fanova metoda, priklad

@0 0@®0)




Shannon-Fanova metoda, priklad
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Shannon-Fanova metoda, priklad

0,25 0,2 0,15 0,15 0,1 0,1 0,05



Huffmanovo kédovani



Huffmanovo kodovani

David Albert Huffman (1925 — 1999)

* Vyvinul kddovani jako doktorand na MIT v roce 19522

* LepSi kdd nez metoda jeho Skolitele (Claude Shannon :-)
Vyznamné vyuziti v kompresi obrazu, zvuku a textu, ...

e Navrh koédu pro znamy pravdépodobnostni model zdroje
e Navrh koédu pro neznamé statistiky zdroje

Huffmantv kéd

* Prefixovy kod

e optimalni pro dany model (mnozinu pravdépodobnosti)



Postup generovani Huffmanova kédu

Zalozen na dvou vlastnostech optimalnich prefixovych kodu
e v optimalnim kédu maiji ¢astéji se vyskytujici symboly (veétsi pravdépodobnost
vyskytu) krat$i kodova slova

* v optimalnim kédu, dva symboly vyskytujici se nejméné Casto, maji stejnou délku
koédového slova

Postup Ize ziskat pfidanim jednoho pozadavku

* kddova slova pro dva nejméné pravdépodobné symboly lisi pouze v poslednim bitu
* pro dva nejméné pravdépodobné symboly v a §, pokud m = 0 je kédové slovo pro ~,
m = 1 je kddové slovo pro §
* symbol * znaci slou€eni a m je binarni &islo



Huffmanovo kédovani — priklad postupu

A={ay,a,as as as}, P=(0.2,04,0.2,0.1,0.1), H=2.122 b/sym
Sefazeni symboll podle pravdépodobnosti

Znak Pravdépodobnost Koédové slovo

a 0,4 c(a)
a 0,2 c(ar)
as 0,2 c(as)
ay 0,1 c(as)
as 0,1 c(as)

Dva nejméné pravdépodobné symboly
° clag)=ay3 %0
° c(a5) =aq * 1

kde «4 je fetézec binarnich znakd.



Huffmanovo kédovani — priklad postupu

A’ = {31,32,83,32}, P(ag,) = P(a4) + P(a5) = 072

Znak Pravdépodobnost

Koédové slovo

a
a
as

!
a,

0,4
0,2
0,2
0,2

c(ae)

c(ar)

c(as)
o

Dva nejméné pravdépodobné symboly

® cl(az)=axx0
°c(a)=as*1=0y

Ziejmé
° c(ag) =ax*10
* c(as) =ap* 11



Huffmanovo kédovani — priklad postupu

A" = a1732aa, ,Pa, :P(a3)+P(a,):074
3 3 4

Znak Pravdépodobnost Koédové slovo

a» 0,4 c(a)
3,3 0,4 (e 7]
a 0,2 c(ar)

Dva nejméné pravdépodobné symboly
° c(a)=az*0=wm
°* c(ay)=az*1

Zrejme
° C(a3) = a3 %00
° c(a4) =agz %010
® c(as) =az*011



Huffmanovo kédovani — priklad postupu

A" ={a] a,}, P(aj) = P(a,) +P(a;) =0,6
35 o 3 3

Znak Pravdépodobnost Koédové slovo

ay 0,6 a3
a» 0,4 c(a)

Zbyvaji pouze dva znaky
° c(a)=0=a3
° c(a) =1

Ziejmé
® c(ay) =01
® c(a3) =000
* c(aq) =0010
* c(as) =0011



Alternativni Huffmanovy kédy

Pokud se ve vstupni abecedé vyskytuiji
symboly se stejnou pravdépodobnosti
vyskytu, Ize binarni strom budovat ve vice
alternativach.
Kod 1
e tzv. kanonicky kod

symbol P kod

A 0,2 01
B 04 1
C 0,2 001
D 0,1 0000
E 0,1 0001



Alternativni Huffmanovy kédy

| ndsledujici kod je optimalni. Na rozdil od
kanonické formy vykazuje mensi odliSnost
kddovych slov, coz muze byt v nékterych
aplikacich vyhodnéjsi.
Kdd 2
e redukce délky vyrovnavaci pameti
e konstatni rychlost pfenosu

symbol P  kdd

A 0,2 11
B 04 01
C 0,2 10
D 0,1 000
E 0,1 001



Alternativni Huffmanovy kédy

Kéd 3

symbol P kod
0,2 011
04 1
0,2 010
0,1 000
0,1 o001

mooOw>




Huffmanovo kodovani - shrnuti

e Kéd ma minimalni primérnou délku kédového slova
* Huffmandv kéd je pro dany model textu optimalni
* Humanovo kédovan maximalné potlacuje redundanci
* Pro jistou tfidu textl Ize vytvofit kddovou knihu
* uSetii se doba vénovana generovani stromu
* kod ale nemusi byt optimalni (pouziva se kddova kniha tfidy textl, nikoli k6dova kniha
daného textu)
* QOriginalnim zpravam shodné délky nemusi odpovidat komprimované zpravy shodné
délky
* to mlze byt nékdy implementaéni problém



Aritmetické kédovani



Aritmetické koédovani

Motivace

e pro malé abecedy mize byt i Huffmanovo kédovani neefektivni diky redundancim v
kddovych slovech symbold, pokud nejsou pravdépodobnosti vyskytl jednotlivych
znakd mocninami dvou

e feSenim by mohlo byt shlukovani m symbold do blokd — slov, a generovani kddovych
slov pro v§echny posloupnosti znaku délky m

* slozitost by ale rostla exponencialné — chybné feseni



Aritmetické koédovani

Motivace

e pro malé abecedy mize byt i Huffmanovo kédovani neefektivni diky redundancim v
kddovych slovech symbold, pokud nejsou pravdépodobnosti vyskytl jednotlivych
znakd mocninami dvou

e feSenim by mohlo byt shlukovani m symbold do blokd — slov, a generovani kddovych
slov pro v§echny posloupnosti znaku délky m

* slozitost by ale rostla exponencialné — chybné feseni

Arimetické kédovani

* technika umoznuijici informace ze symbolu tvoficich zpravu kombinovat tak, ze sdili
stejné bity

* hodnota vysledneho kédového slova se asymptoticky blizi sou¢tu mnozstvi informaci
obsazenych v jednotlivych symbolech



Efektivita aritmetického kodovani

Méjme zpravy o 1000 symbolech, pravdépodobnost vyskytu jedné konkrétni hodnoty
znaku p = 0,999

e mnozstvi informace v jednom symbolu log2 1/0,999 = 0,00144 b
e mnozstvi informace v 1000 znakovych zpravach je 1,4 b



Efektivita aritmetického kodovani

Méjme zpravy o 1000 symbolech, pravdépodobnost vyskytu jedné konkrétni hodnoty
znaku p = 0,999

e mnozstvi informace v jednom symbolu log2 1/0,999 = 0,00144 b
e mnozstvi informace v 1000 znakovych zpravach je 1,4 b

Huffmanovo kdédovani
* kddoveé slovo délku alespon 1b.
» délka komprimované zpravy bude alespon 1000 bitt



Efektivita aritmetického kodovani

Méjme zpravy o 1000 symbolech, pravdépodobnost vyskytu jedné konkrétni hodnoty
znaku p = 0,999

e mnozstvi informace v jednom symbolu log2 1/0,999 = 0,00144 b
e mnozstvi informace v 1000 znakovych zpravach je 1,4 b

Huffmanovo kdédovani
* kddoveé slovo délku alespon 1b.
» délka komprimované zpravy bude alespon 1000 bitt

Aritmetické kédovani
* pfi tomto rozloZeni pravdépodobnosti mize generovat jedinné kédové slovo o délce
napf. 3 bity
* vhodné tam, kde se v distribu¢ni funkci vyskytuji velké pravdépodobnosti
* Pokud jsou pravdépodobnosti malé, pfednosti AK nejsou vyznamné



Princip

Vychodiska

* kazda posloupnost n symboll se reprezentuje jedine¢nym intervalem na Ciselné ose
vintervalu < 0, 1), takovych intervald maze byt nekone¢né mnoho

* vstupni posloupnosti symbolt nabyvajicich hodnot n-znakové abecedy s
pravdépodobnostmi vyskytu znaku py, ..., pn



Princip

Vychodiska
* kazda posloupnost n symboll se reprezentuje jedine¢nym intervalem na Ciselné ose
vintervalu < 0, 1), takovych intervald maze byt nekone¢né mnoho

* vstupni posloupnosti symbolt nabyvajicich hodnot n-znakové abecedy s
pravdépodobnostmi vyskytu znaku py, ..., pn

Algoritmus

e pridéli interval odpovidajici kumulativni distribu¢ni funkci

e zacina intervalem o rozméru 1 (. 0 az 1)

* zuzuje interval faktorem pi pro kazdy dalSi znak i v posloupnosti



Princip

Vychodiska
* kazda posloupnost n symboll se reprezentuje jedine¢nym intervalem na Ciselné ose
vintervalu < 0, 1), takovych intervald maze byt nekone¢né mnoho

e vstupni posloupnosti symboll nabyvajicich hodnot n-znakové abecedy s
pravdépodobnostmi vyskytu znaku py, ..., pn

Algoritmus

e pridéli interval odpovidajici kumulativni distribu¢ni funkci

e zacina intervalem o rozméru 1 (. 0 az 1)

* zuzuje interval faktorem pi pro kazdy dalSi znak i v posloupnosti

Bity nutné pro jedine¢nou identikaci intervalu o rozméru s mizeme chapat jako entitu a
dat do spoijitosti délku jeji reprezentace s mnozstvim informace v symbolech zpravy.



Priklad

Zadani

Necht’ zpravy jsou tvofeny 2 znaky a symbolem konce zpravy (N = 3), odpovidajici
distribucni funkce jsou:

e pdf: p1=0,6;p2=0,3;p3=0,1

e cdf (cumulative): F(1) = 0,6; F(2) = 0,9; F(3) =1



Priklad

Zadani

Necht’ zpravy jsou tvofeny 2 znaky a symbolem konce zpravy (N = 3), odpovidajici
distribucni funkce jsou:

e pdf: p1=0,6;p2=0,3;p3=0,1

e cdf (cumulative): F(1) = 0,6; F(2) = 0,9; F(3) =1

Postup

e Interval 0 az 1 se rozdéli na N intervalt

e §ifky intervall jsou Umérné pravdépodobnostem vyskytl prvkl abecedy, tj. hranice
intervalu vymezuje cdf

* zprava zacinajici i-tym prvkem vstupni abecedy je reprezentovana Cislem z intervalu
vymezenémi i-tému prvku vstupni abecedy

* pro druhy a dal$i symbol zpravy se postup rekurzivné opakuje vzdy v ramci intervalu
vymezeného predchozim znakem zpravy



Dekoédovani

Postup inverzni ke kédovani:

e komprimovand zprava (kédové slovo) = Cislo v jistém podintervalu z intervalu 0 az 1

* podinterval uréi hodnotu prvniho symbolu a nasledné se analyzovany interval zUzi
podle jeho hodnoty

e algoritmus pokracuje stejnym postupem az do detekce znaku konce zpravy nebo do
ziskani originalni zpravy predem znamé délky



Délka kodového slova

Jak dlouhé je (binarni) kédové slovo?
Jak efektivné urCit posloupnost bitll reprezentuijicich interval, resp. Cislo v intervalu?
e Jako znacku Ize pouzit stfed intervalu

* Plati (bez diukazu :-)

* Pro posloupnost n symboll obsahujicich mnozstvi informace s1, s, ..., S, 1ze délku
binarniho kédového slova reprezentujcho celou posloupnost shora ofiznout na

N
2+ ZS,'
i=1

a toto koédoveé slovo nebude prefixem kddového slova zadné jiné posloupnosti n symbol



Algoritmy kdédovani a dekédovani

Algoritmus kodovani
1:d<0,r<1
2: while read(znak) != EOF do
3:  d < rxlow(znak)
4:  r< r= (high(znak) - high(znak))
5: end while
6: return code(z), zc< (d,d +r)

Algoritmus dekodovani

cd<0,r<1

repeat
find(znak), low(znak) < (code - d)/r < high(znak)
d < d+rxlow(znak)
r < rx (high(znak) - low(znak))

until

AU i i



Priklad

Zprava: BILL GATES

 pravdépodobnosti vyskytl znakl s vyjimkou p(L) = 0,2 jsou p(i) = 0,1
* vymezeni intervall:

znak p podinterval

mezera 1/10  (0.0,0.1)
A 1/10  (0.1,0.2)
B 1/10  (0.2,0.3)
E 1/10  (0.3,0.4)
G 1/10  (0.4,0.5)
I 1/10  (0.5,0.6)
L 2/10  (0.6,0.8)
S 1/10  (0.8,0.9)
T 1/10  (0.9,1.0)

znak dolni mez horni mez
0.0 1.0
B 0.2 0.3
I 0.25 0.26
L 0.256 0.258
L 0.2572 0.2576
Mezera 0.2572 0.25724
G 0.257216 0.257220
A 0.2572164 0.2572168
T 0.25721676 0.2572168
E 0.257216772  0.257216776
S 0.2572167752 0.2572167756



Vysledek

e znackou zpravy BILL GATES je napt. 0.2572167754

* prevod na binarni zobrazeni

* Plna délka:
0.01000001110110001111010101100110010100110101100100001

* Kodové slovo
0100000111011000111101010110011

 délka BILL GATES v ASCII = 70 bitu

 délka BILL GATES aritmeticky komprimovany = 31 bitu

* tato délka je shodna s délkou komprimované zpravy BILL GATES Huffmanovym
kédovanim



Poznamky

* Vysledkem kdédovani je libovolné Cislo z posledniho intervalu.

* Je potieba zakddovat informaci o ukonceni, protoZze dekodér musi védét, kdy ma s
délenim intervalu skoncit
* Existuji dvé varianty feSeni tohoto problému:

* pred vlastnim kédem ¢€isla z intervalu je néjakym prefixovym kédem zakddovan pocet
symbol(
* pouzije se specialni znak pro oznaceni konce vstupu, zarazka. Tento znak bude mit

konce

* Tak jako staticka verze Huffmanova kédovani musi nejprve urcit pravdépodobnosti
vyskytl znakd, tyto frekvence predat dekodéru a teprve pak kédovat, musi toto
provést i staticka verze aritmetického kédovani.



Priklad ukonceni vstupu

Kédujme text abacaacbc, rozS§itime o ukonCovaci znak #
« Cetnosti jednotlivych znaku a, b, ¢ a # ve zpravé jsou 4, 2, 3, 1
e Tomu odpovidaji pravdépodobnosti 0,4; 0,2; 0,3; 0,1
Ukol — odvod'te, Ze
* textu odpovida interval (0, 1803860992; 0, 180388864),

* pravdépodobnost vyskytu této zpravy je 0,000002765
* mnozstvi informace ve této zprave je 18,46439347 bitu

Vhodny kandidat: 0,1803874969482421875 0,0010111000101101111B
Kédové slovo, bez Uschovy Cetnosti symbold, je dlouhé 19 bitd.
Kodoveé slovo textu v ASCII kddu ma délku 70 bith



Adaptivni algoritmus

Dekodér muze pouzit predem pripraveny pravdépodobnostni model (napf. pro jeden
typ dat — knihy v ¢estiné)
Dalsim feSenim tohoto problému je pouziti adaptivni verze

* Adaptivni verze AK na zéakladé pravdépodobnosti koduje jednotlivé znaky stejné jako
statické aritmetické kodovani

* ale model pravdépodobnostniho rozdéleni se méni po zakédovani kazdého znaku,
napr.
® mnozinu znakul kodér i dekodér zna pfedem, napf, a, b, c, #
* na pocatku predpoklada ¢etnost kazdého znaku 1, tj. pravdépodobnosti 1/4, 1/4, 1/4, 1/4
¢ zakoédovani jednoho znaku (napf. a) zvysi jeho Cetnost o 1 a pro dalsi krok prepocte
pravdépodobnosti 2/5, 1/5, 1/5, 1/5



Nevyhody aritmetické kodovani

e Kodovani znakl s malou pravdépodobnosti vyskytu

* zpusobi vyraznéjsi zmenseni délky intervalu a tim vyraznéjsi zvétSeni délky Cisla

* v textu se vyskytuji zfidka a jejich celkovy vliv na délku zakédovaného ¢isla je maly
* S rostouci délkou kédovaného textu roste i délka Cisel vyjadtujici meze intervalu
* Pro praktické pouziti se

* pouzivaji jen cela €isla, coz je vyhodnéjsi, nez pouziti desetinnych ¢isel

* pracuje s Cisly s omezenym poctem mist

® cenou je urcité zhorSeni kompresniho poméru, které je ale zanedbatelné



Celociselné aritmetické kddovani



Uvod

e Misto intervalu / = 0, 1) pouzijeme celoCiselny interval / =<0, M >
e Je UcCelné pouzit rozsah hodnot, jaky poskytuji bézné datové typy
e Maximalni hodnota 32-bitového &isla bez znaménka je 2°2 - 1

* P¥i vypoctu ale muze byt k rozsahu intervalu M pfictena 1

* u hodnoty 2% - 1 by doslo k pfeteceni
* jako horni mez pouzitého intervalu zvolime &islo o jeden bit mensi M = 231 — 1

Misto pravdépodobnosti pouzijeme Cetnosti vyskytl znaku (frekvence).
* fi,f,..., fp, kde nje poCet znakl kddovatelnych pomoci 1B, tj. 256 bit(
Kumulativni ¢etnosti
gozo,g1 = f1, go = fi +f2,..., On = fi+hb+..+1,

f; f;
p1 = g_1nu"'7pn = g_,;



Princip

1. Na pocatku hodnotu intervalu / polozime /=<0, M >
2. Kédovani kazdého znaku
¢ vyjdeme ze stavajici hodnoty intervalu / =< low, high >
¢ interval / rozlozime na disjunktni celoCiselné intervaly podle frekvenci jednotlivy znaku:
znak odpovidajici interval

aj Iy =<low + s *gg,low+sx*gy—1>=<low,low+sx*g;—1>
a; li=<low+s*gj_q1,low+s*gi—1>
an In=<low+8*gnq1,low+s*g,-1>

kde (pozor, celoCiselné déleni):

(high—-low+1)
S=———"=
gn



Limity

Velikost kumulativnich frekvenci znaku
* omezena rozsahem zvoleného datového typu (32 bitl)
* je zapotrebi s nimi provadét urcité aritmetické operace

e hodnotu g, omezime na maximalni rozsah 29 bitd — g, < 2%° -1

Pokud kumulativni ¢etnost prekro&i hodnotu g,
* snizeni hodnot ¢etnosti

e v8echny Cetnosti vétsi nez 1 se déli 2
e prepocet kumulativnich ¢etnosti



Zvétseni intervalu

Kédovani znaku a; znamena vypocet nové hodnoty intervalu /
* délka intervalu se pfi kddovani neustale zmenSuije,

* interval by se po urcité dobé stal tak malym, Ze vypocCet by prestal byt korektni
* na rozdil od neceloCiselného aritmetického kdédovani

e rozsah intervalu | je proto pfi kédovani prabézné zveétSovan
* informace o zvétSeni kddovana formou pfiznakového bitu

Referenéni hodnoty

e &tvrtina maximalniho rozsahu Q; = (M +1)/4 = 229

* polovina maximalniho rozsahu H = 2 « @ = 2%°

e tfi Stvrtiny maximélniho rozsahu Qs = 3 + Q; = 3 % 22°



Zveéetseni intervalu

E1 —interval / je v dolni poloviné zvoleného rozsahu Cisla

e /c(0,H-1)

* na vystup se zasle hodnota 0

* interval | se nahradi novym intervalem /= (2 + low,2 x high+ 1)
E2 - interval I je v horni poloviné zvoleného rozsahu Cisla

* [c(M,H)

* na vystup se zasle hodnota 1

* novy interval I = (2 (low - H),2 = (high- H) + 1)

E3 - interval / je ve stfedni oblasti zvoleného rozsahu Cisla

° /c(Q,Q3-1)

* novy interval /= (2 » (low — H),2 % (high— H) + 1)

* bezprostfedni kddovani zmény na vystup jiz nelze provést — viz dale



Zvétseni intervalu E3

e zavedeme c¢ita¢ pripadu E3

* na pocatku bude mit nulovou hodnotu
* pfi kazdém vyskytu pfipadu E3 zvySime citaC o hodnotu 1
* jakmile nastane pfipad E1 nebo E2

* zakdédujeme pfislusnou hodnotu 0 nebo 1

* za ni tolik opaénych hodnot (1 nebo 0), kolik je v €itaci E3 evidovano vyskytl pfipadu E3
e ¢gitaC E3 pak vynulujeme



Algoritmus dekodovani

1. Pocatecni hodnoty kumulativnich Cetnosti gy, ..., gn a interval / jsou stejné jako pfi
kddovani. Hodnota aritmetického kodu se v pribéhu dekdédovani pouziva ve stejné
délce, jakou pouziva interval /, tj. jako 31-bitové Cislo bez znaménka. Oznacme
proménnou s hodnotou kédu pismenem v. Na zacatku do proménné v vioZzime
prvnich 31 bitd aritmetického kédu.

2. Dekédovani znaku:

* Musime najit interval, ktery obsahuje hodnotu aritmetického kédu v. Tedy musime najit

takovou hodnotu indexu i, pro kterou je spinéno:
® Jow+sx*gi1<v<low+sx g1, kde s=(high-low+1)/gn

upravime low + s * gi_1 < V < low + S * g;
adélegi1<(v-low)/s< g
zjevné staci vypocitat kumulativni Cetnost ¢ odpovidajici hodnoté kédu v: ¢ = (v - low)/s
a vyhledat, do kterého intervalu kumulativnich &etnosti <gi-1,gi) hodnota ¢ patfi gi_1 < c < g;



Q-kddovani



Princip

Jednoducha varianta aritmetického kdédovani
* misto po znacich znakl kdduje text po bitech

* vstupem jsou Cislice 0 a 1
* tyto dvé Cislice rozdéluje na
* méné pravdépodobna ¢&islice (MPS — méné pravdépodobny symbol)
* pravdépodobnost vyskytu p, kde p € (0,0.5)
* vice pravdépodobna (VPS — vice pravdépodobny symbol)
* pravdépodobnost vyskytu 1 - p
* opét dochazi ke zmensovanim intervalu /
® na zacatku je opét /=(0,1)
* pfi kédovani je ale zmensovan tak, ze dolni mez zlistava stale 0
* prabézna hodnota intervalu je I = (0, h)



Princip

Kédovani VPS
e interval (0, h) nahrazen podintervalem (0, (1 - p) * h)

Kodovani MPS
* od mezi podintervalu ((1 - p) = h, h) je odectena hodnota (1 -p) * h

Hodnota aritmetického kédu ¢ se pocita prabézné béhem kddovani

* Na zacatku je kdéd roven nule
e Pfi kddovani VPS se jeho hodnota neméni.
* Pfi kédovani MPS se k ni pfi¢ita hodnota (1 - p) = h

Pravidla kodovani
* VPS: ¢ » nezméneén, (0,h) - (0, (1 -p) * h)
* MPS:c—-c+(1-p)*h,(0,h) > (0,p*h)



Algoritmus kédovani

1. ZaCatek

hodnotu intervalu / poloZzime /= (0,1)

* pocatecni hodnotu kédu polozime ¢ = 0.

* stanovime, ktery symbol MPS a ur€ime jeho pravdépodobnost p

2. Pribézny krok - kddovani jednotlivych binarnich Cislic
e Ze vstupu v kazdém kroku odebereme binarni Cislici
e Je-li tato VPS
* vypocitdme novou hodnotu horni meze intervalu h=(1-p) * h
Je-li tato MPS

* vypocitdme novou hodnotu kédu c=c+ (1-p) = h
¢ urcime novou hodnotu horni meze intervalu h=p * h

Krok 2 opakujeme do vyCerpani vstupniho textu



Priklad kodovani

* Budeme koédovat binarni €islo 01100
* MPS je v tomto pripadeé Cislice 1, jeji pravdépodobnost vyskytu v Cisle je p=0.4

Vstupni bit Hodnota kddu ¢ Horni mez intervalu h
0 0 06+1=0.6
1 0+0.6+0.6=0.36 04+06=0.24
1 0.36+0.6+0.24=0.504 0.4%0.24=0.096
0 0.504 0.6 » 0.096 = 0.0576

0 0.504 0.6 x 0.0576 = 0.03456



Algoritmus dekodovani

—

. Na pocatku

hodnotu intervalu / polozime /=(0,1)
Zadame MPS a jeho pravdépodobnost p

2. Prabézny krok — dekoédovani jednotlivych binarnich Eislic
e Srovname hodnoty ca (1-p) * h
* Jestlize plati c < (1 -p) = h:
¢ dekddujeme VPS
* vypoCitame h=(1-p) *h
e V opacném pfipadé ¢ >= (1 -p) * h:
¢ dekddujeme MPS
® vypoCitdmec=c-(1-p)+«h, h=px* h



Priklad dekodovani

Budeme dekédovat kod ¢ = 0.504 z minulého piikladu

h Kédc | (1-p)-h | Dek | Novykéd ¢ Nova mez h
1 0.504 0.6 0 0.6-1
___________ —-06
06«---0504"70.36 | 1 | 0°04-036 0.4-0.6
_.--0.144 0.24
0.24 0_144“07{44' 1 0.144-0.144 0.4-0.24
0 =0.096
0.09 | 0 0.0576 0 0.6-0.096
0.0576
0.0576 0 0.03456 0.6-0.0576

0.03456



Dékuji za pozornost!
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