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Rychlost programů a algoritmů

• Určenı́ náročnosti výpočtů

• pro výběr vhodné implementace, knihovny, algoritmu
• pro výběr vhodného HW
• v optimalizaci programů

• Časová a pamět’ová náročnost (složitost)
• Náročnost programu (implementace) vs. náročnost algoritmu
• Analýza programu (implementace)

• ovlivněna jazykem, HW, zátěžı́ OS, . . .
• teoretická analýza + empirické měřenı́
• typicky měřeno jako “čas výpočtu”

• Analýza algoritmu

• teoretická analýza “big-O” notace
• nezávisı́ na použitém jazyce
• typicky analýza počtu “zajı́mavých” operacı́
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Rychlost programu (implementace)

• Rychlost programu je dále ovlivněna programovacı́m jazykem,
způsobem kompilace . . .

• A samozřejmě typem algoritmu, který program realizuje
• Reálný čas: doba vykonánı́ programu/jeho části

• Rozdı́l mezi časem spuštěnı́ a ukončenı́ testovaného programu
• Závisı́ na rychlosti PC, operačnı́m systému, velikosti RAM,

cache. . .
• Závisı́ na aktuálnı́m zatı́ženı́ PC, přı́padně i na vytı́ženı́ periferiı́

• CPU čas: čas strávený na CPU

• Nižšı́ než reálný čas
• Závislost na PC, operačnı́m systému, . . .
• Nezávisı́ na aktuálnı́m vytı́ženı́
• Složitějšı́ měřenı́
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Empirické měřenı́ rychlosti programu

• Ukážeme si špatné a dobré měřenı́
• Máme dvě verze (lišı́ se použitı́m knihovny numpy)
• program1.py

1 import insertionSort as IS

2 import random , time

3

4 a = [ random.random () for _ in range (1000) ]

5 IS.insertionSort(a)

• program2.py

1 import insertionSort as IS

2 import random , time

3 import numpy

4 a = [ random.random () for _ in range (1000) ]

5 IS.insertionSort(a)
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Empirické měřenı́: nevhodně

• Běh programu změřı́me na přı́kazové řádce jako reálný čas běhu

> time python3 program1.py

real 0m0 ,076s

user 0m0 ,067s

sys 0m0 ,009s

• Pro dalšı́ rozhodovánı́ budeme použı́vat čas ‘real’
• Stejný způsob měřenı́ můžeme dosáhnout i v Pythonu

1 import time

2 a = [-i for i in range (10000) ]

3 t1 = time.time()

4 b = a.sort() #merena operace

5 t2 = time.time()

6 print(t2-t1) #real -time
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Empirické měřenı́: nevhodně
• Výsledky měřenı́:
> time python3 program1.py: real je 1.23s
> time python3 program2.py: real je 1.21s

• Můžeme provést závěr, že program2.py je rychlejšı́, než program1.py ?
• Uved’te argumenty pro a proti!
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Empirické měřenı́: nevhodně
• Změřenı́m obou programů (na stejném PC)
> time python3 program1.py: real je 1.23s
> time python3 program2.py: real je 1.21s

• Můžeme provést závěr, že program2.py je rychlejšı́, než program1.py ?

Proč je tento způsob řešenı́ nevhodný

• Jednobodové měřenı́ — je zatı́ženo chybou (aktuálnı́ zatı́ženı́
procesoru, disků . . . )

• Nutnost opakovánı́ měřenı́ a statistického porovnánı́
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Empirické měřenı́: správně

• Vı́ce měřenı́ (čı́m vı́ce, tı́m lépe), zde použijeme 100 měřenı́

• program1.py: t̄ = 0.0808, σ = 0.11

• program2.py: t̄ = 0.3283, σ = 0.089

• V průměru je program1.py ∼ 4× rychlejšı́ než program2.py
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Empirické měřenı́: správně

• Důvodem pomalého běhu program2.py je importovánı́ knihovny numpy
• Knihovna numpy se ale nepoužı́vá
• program1.py

1 import insertionSort as IS

2 import random , time

3

4 a = [ random.random () for _ in range (1000) ]

5 IS.insertionSort(a)

• program2.py

1 import insertionSort as IS

2 import random , time

3 import numpy

4 a = [ random.random () for _ in range (1000) ]

5 IS.insertionSort(a)

• Dobrá praxe: importujeme pouze knihovny, které použı́váme
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Empirické měřenı́: závěr

• Známe (průměrné) chovánı́ programu na vstupu velikosti n = 1000
• Průměr ze 100 měřenı́
• Měřenı́ je validnı́ pro jedno PC, nelze ho zobecnit
• Neznáme chovánı́ pro jinak velké vstupy a pro jiné PC/OS
• Empirické měřenı́ zkoumá vlastnosti programu, nikoliv algoritmů
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Časová složitost (Time complexity)

• Způsob analýzy algoritmů
• Najdeme funkci T (n), která popisuje časovou (nebo pamět’ovou)

náročnost algoritmu
• Velikost vstupu je n

• např. velikost vstupnı́ch polı́ pro seřazenı́
• celkový počet bitů na vstupu
• počet vrcholů/hran v grafech
• velikost matic
• atd. podle konkrétnı́ho algoritmu

• Funkce T (n) nejčastěji popisuje

• kolik “vybraných operacı́” se provede (časová náročnost)
• kolik paměti (v RAM/HDD) bude třeba k vyřešenı́ úlohy
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Asymptotická časová složitost

• Chovánı́ algoritmu T (n) nás zajı́má pouze pro velká n→∞
• Multiplikativnı́ a aditivnı́ konstanty zanedbáme
• Pomaleji rostoucı́ části T (n) zanedbáme
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O(): big-O notace

• Necht’ f (n) : N→ R+
0

f (n) je O(g(n)) pokud existujı́ konstanty n0 > 0 a c > 0 takové, že
f (n) ≤ cg(n) pro všechna n ≥ n0

• g2(n) nenı́ hornı́ odhad T (n)

• g1(n) je hornı́ odhad T (n) pro n ≥ n0.⇒ T (n) je O(g1(n))
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O(): big-O notace

Přı́klad

• T (n) = 2n2 + 3 + 4n
• g1(n) = n2 je hornı́m odhadem T (n) pro n > n0

• Řı́káme, že T (n) = 2n2 + 3 + 4n je O(n2)
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O(): big-O notace

• T (n) = 2n2 + 3 + 4n
• g1(n) = n2 je hornı́m odhadem T (n)

• Řı́káme, že T (n) = 2n2 + 3 + 4n je O(n2)

• Odhadem T (n) jsou i dalšı́ funkce, např. O(n3) nebo O(n100)

• Uvádı́me ten nejlepšı́ známý odhad
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O(): big-O notace

f (n)
n→∞∼ g(n) pokud lim

n→∞

f (n)

g(n)
= 1

• Mı́sto f je O(n3) pı́šeme f ∼ O(n3)

f (n) ∼ g(n) O(n)

4n2 + n 4n2 O(n2)
4n2 + n + 123456 4n2 O(n2)

4n2 + 106n 4n2 O(n2)
4n2 + 0.01n3 0.01n3 O(n3)

n(n − 1)(n − 2) n3 O(n3)
4n3 + 100n2 + 1000n + 5000 4n3 O(n3)

• Pro polynomy uvažujeme jen člen nejvyššı́ho řádu
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O(): big-O notace

4n3 + 100n2 + 1000n + 5000 je O(n3)

• Pokud n ≥ 100, pak

⇒ n3 ≥ 100n2,

⇒ n3 ≥ 1000n,

⇒ n3 ≥ 5000
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Asymptotická notace Θ()

• Necht’ f (n) : N→ R+
0

f (n) je Θ(g(n)) pokud existujı́ konstanty c1 > 0, c2 > 0 a no > 0 takové, že
c1g(n) ≤ f (n) ≤ c2g(n) pro všechna n ≥ n0

• 4n3 + 100n2 je O(n3) ale i O(n4), O(n5), . . .
• 4n3 + 100n2 je pouze Θ(n3), nikoliv Θ(n4), Θ(n5) . . .
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Asymptotická notace Θ()

• O() notace

f (n) je O(g(n)) pokud existujı́ konstanty n0 > 0 a c > 0 takové, že
f (n) ≤ cg(n) pro všechna n ≥ n0

• Θ() notace

f (n) je Θ(g(n)) pokud existujı́ konstanty c1 > 0, c2 > 0 a no > 0
takové, že c1g(n) ≤ f (n) ≤ c2g(n) pro všechna n ≥ n0

• Θ() přesnějšı́, ale je těžšı́ ji najı́t
• V praxi se použı́vá převážně O()
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Druhy odhadů

• Průměrná složitost (Average complexity)

• závisı́ na datech (co jsou “typická” data?)
• složitá teoretická analýza
• lze odhadnout experimentálně (vyžaduje znalost ’typických’ dat

• Nejhoršı́ složitost (worst-case complexity)

• lze odhadnout teoreticky
• experimentálně nelze

• Složitost algoritmů může být závislá na vı́ce parametrech
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Přı́klady

Hledánı́ prvků v poli

1 def findItem(x,query): #x is list

2 for item in x:

3 if item == query:

4 return True

5 return False

6

7 a = [0,1,0,2]

8 print( findItem(a, 0 ) )

9 print( findItem(a, "0") )

• Složitost O(n) (n je velikost vstupnı́ho pole)
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Přı́klad určenı́ složitosti

Hledánı́ prvku půlenı́m intervalu

1 def binarySearch(x, query):

2 L = 0

3 R = len(x) -1

4 while L <= R:

5 M = (L+R) // 2

6 if x[M] == query:

7 return M

8 if x[M] > query:

9 R = M-1

10 else:

11 L = M+1

12 return -1

• V každé iteraci zmenšujeme velikost prohledávaného intervalu na
polovinu

• Složitost O(log n)
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Přı́klad určenı́ složitosti

BubbleSort

1 def bubbleSort(x): #x is list

2 for r in range(len(x) -1,0,-1): #r is used

3 change = False

4 for j in range(r): #j = 0..r-1

5 if x[j] > x[j+1]:

6 x[j],x[j+1] = x[j+1], x[j]

7 change = True

8 if not change:

9 break

10 a = [ 10,-10,0,1,-3,4,4]

11 print(a)

12 bubbleSort(a)

13 print(a)

• Vnějšı́ smyčka proběhne n-krát, vnitřnı́ smyčka proběhe nejvýše n-krát
• Složitost O(n2)
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Přı́klad určenı́ složitosti

SelectionSort

1 def selectionSort(x): #x is list

2 for r in range(len(x) -1):

3 minidx = r

4 for j in range(r+1,len(x)):

5 if x[j] < x[minidx ]:

6 minidx = j

7 x[minidx], x[r] = x[r], x[minidx]

8

9 a = [7,42,-3,0,5,1,1]

10 selectionSort(a)

11 print(a)

• Složitost O(n2)
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Složitost řazenı́

• Řadı́cı́ algoritmy založené na porovnánı́ (operátor <)
• Kolik těchto porovnánı́ je třeba, aby se seřadilo pole n položek?
• Graf porovnánı́ pro tři prvky x1, x2, x3
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Složitost řazenı́

• Počet listů je 2h, kde h je hloubka rozhodovacı́ho stromu
• Strom musı́ být schopen pro jakoukoliv vstupnı́ permutaci udělat

rozhodnutı́→ obsahovat list

n! ≤ 2h

h ≥ log2 n!

• Stirlingův vzorec

log(n!) = n log n − n +O(log n)

• Nejvyššı́ člen je zde n log n
• Porovnávacı́ řadı́cı́ algoritmus potřebuje nejméně n log n porovnánı́

k seřazenı́ pole n položek
• Řazenı́ (porovnávacı́) má složitost O(n log n)
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Přı́klad určenı́ složitosti

1 N = 100

2 i = N

3 b = 1

4 while i > 0:

5 b*=i

6 print(b,i)

7 i //= 2

• Půlı́me interval N, N/2, N/4 atd..
• Složitost O(log n)
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Přı́klad určenı́ složitosti

1 N = 100

2 i = N

3 b = 1

4 while i > N//2:

5 b*=i

6 print(b,i)

7 i //= 2

• Složitost ?
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Přı́klad určenı́ složitosti

1 def f(n):

2 i = n

3 a = 0

4 while i > 0:

5 j = 0

6 for k in range(n):

7 j += k

8 a += 1

9 if j >= n:

10 break

11 i = i // 2

12 return a

13

14 for n in range (10000):

15 print(n, f(n))

• Složitost ?
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Přı́klad určenı́ složitosti

1 n = 100

2 a = 1

3 for i in range(n)):

4 for j in range(i,n)):

5 a += 1

• Složitost ?
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Přı́klad určenı́ složitosti

1 n = 100

2 for a in range(1,n):

3 j = 1

4 while j < n:

5 j += a

• Složitost ?
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Násobenı́ matic

• Máme n × n matice A, B a počı́táme C = A · B
• Napřı́klad pro matice 2× 2

A =

[
a11 a12
a21 a22

]
,B =

[
b11 b12
b21 b22

]

C =

[
c11 c12
c21 c22

]
=

[
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

]
• kde aij ,bij , cij ∈ R
• Standardnı́ násobenı́ matic vyžaduje 8 násobenı́ a 4 sčı́tánı́
• Násobenı́ velkých čtvercových matic — Strassenův algoritmus
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Násobenı́ matic

• Máme n × n matice A, B a počı́táme C = A · B
• Naivnı́ algoritmus pro matice n × n

1 #a,b,c are square matrices n x n

2 #c is assumed to be n x n matrix of zeros

3 for i in range(n):

4 for j in range(n):

5 for k in range(n):

6 c[i][j] += a[i][k] * b[k][j]

7 #result is in c

• Složitost O(n3)
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Blokové násobenı́ čtvercových matic

• Necht’ máme matici, jejı́ž počet prvků je mocnina 2: A,B,C jsou matice
2k × 2k = n × n, kde n = 2k

• Tyto matice lze reprezentovat po blocı́ch
• Aij jsou čtvercové matice

A =


a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
...

. . .
...

an1 an2 . . . ann

 =

[
A11 A12
A21 A22

]

• Standardnı́ násobenı́ velkých matic (rekurzivně po blocı́ch)
• 8 násobenı́ čtvercových matic a 4 sčı́tánı́ čtvercových matic

A =

[
A11 A12
A21 A22

]
,B =

[
B11 B12
B21 B22

]
C =

[
C11 C12
C21 C22

]
=

[
A11B11 + A12B21 A11B12 + A12B22
A21B11 + A22B21 A21B12 + A22B22

]
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Strassenův algoritmus

• Necht’ máme matici, jejı́ž počet prvků je mocnina 2: A,B,C jsou matice
2k × 2k = n × n, kde n = 2k

M1 = (A11 + A22)(B11 + B22);

M2 = (A21 + A22)B11;

M3 = A11(B12 − B22);

M4 = A22(B21 − B11);

M5 = (A11 + A12)B22;

M6 = (A21 − A11)(B11 + B12);

M7 = (A12 − A22)(B21 + B22),

C =

[
C11 C12
C21 C22

]
C11 = M1 + M4 −M5 + M7
C12 = M3 + M5
C21 = M2 + M4
C22 = M1 −M2 + M3 + M6

• Strassenův algoritmus potřebuje 7 násobenı́
• Matice se rekurzivně násobı́ (blokově) až dojde na násobenı́ matic 2× 2
• Potřebuje ale vı́ce operacı́ sčı́tánı́/odčı́tánı́
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Přı́klad určenı́ složitosti
Detekce kolizı́ mezi dvěma polygony
• Polygon je sekvence vrcholů
• Vstup: P = ((x1, y1), . . . (xn, yn)) a Q = ((x1, y1), . . . (xm, ym))

• Detekce kolizı́ (naivně): pro každou úsečku z P spočı́tat, jestli má průnik
s nějakou úsečkou z Q

• Nejsložitějšı́ operace je zde výpočet průniku

1 def isCollision(p,q): """ p,q are [[x1,y1], ... [x_n ,y_n] ] """

2 for i in range(len(p) - 1): #(n-1)-times

3 for j in range(len(q) - 1): #(m-1)-times

4 r = isCrossing(p[i], p[i+1], q[j], q[j+1])

5 if r:

6 return True

7 return False

• Vnějšı́ smyčka proběhne (nejvýše) n − 1 krát, vnitřı́ smyčka proběhne
(nejvýše) m − 1 krát.

• Počet volánı́ isCrossing() je (n − 1)(m − 1)

• Složitost algoritmu je O(mn)

• Kdy nastane přı́pad ‘nejvýše’ ?
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Srovnánı́ složitostı́

konstatnı́ O(1) nejrychlejšı́
logaritmická O(log n) velmi rychlá (např. binárnı́ půlenı́)
lineárnı́ O(n) rychlá i pro velká data

O(n log n) srovnatelná s O(n)
kvadratická O(n2) pomalejšı́ než lineárnı́, rychle roste s n
kubická O(n3) pomalá
polynomiálnı́ O(nk ) pomalá
exponenciálnı́ O(bn) velmi pomalá

O(n!) velmi pomalá

• Pro velká data se snažı́me použı́vat algoritmy s nejmenšı́ složitostı́
• Pro malá data lze (v oprávněných přı́padech) použı́t algoritmus s mı́rně

vyššı́ složitostı́
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