
Zkouška OPT 14.2.2024 Jméno: Př́ıjmeńı:

Řešeńı pǐste do připravených mezer. Odevzdává se pouze tento čistopis.
Každý př́ıklad muśı mı́t nejen odpověd’, ale i postup. Odpověd’ bez postupu nestač́ı.

1. Hledáme vzdálenost bodu (1, 2) od množiny { (x, y) ∈ R2 | xy = 1 }.

(a) (2b) Úlohu převed’te do tvaru, kdy hledáme volné minimum funkce jedné proměnné. Pak pro tuto úlohu
napǐste podmı́nku prvńıho řádu na volný lokálńı extrém (formulujte ji šikovně vzhledem k úkolu (b)).

Minimalizujeme funkci f(x) = (x−1)2+(1/x−2)2. Je g(x) = f ′(x) = 2(x−1)−2(1/x−2)/x2 = 0. Je velmi
dobry napad si to zjednodusit vynasobenim cele rovnice x3 (coz podminku nezmeni, protoze jmenovatel
stejne musi byt ruzny od nuly), coz da g(x) = x4 − x3 + 2x− 1 = 0.

(b) (3b) Úlohu vyřešte (najděte požadovanou vzdálenost). Na kalkulačce smı́te použ́ıt jen operace plus, minus,
krát, děleno a druhá odmocnina. Nedokážete-li úlohu takto vyřešit přesně, navrhněte vhodnou iteračńı
metodu, napǐste vzorec pro iteraci metody (pro tuto konkrétńı úlohu!), navrhněte vhodný počátečńı odhad
a spočtěte numericky hodnotu odhadu po prvńı iteraci.

Newtonova iterace je x ← x − g(x)/g′(x) = x − x4−x3+2x−1
4x3−3x2+2

, coz se da (neni povinne) zjednodusit na

x ← 3x4−2x3+1
4x3−3x2+2

. Počátečńı odhad x0 = 1. Prvni iterace x1 = 2/3. (Vysledek konvergence do strojove
presnosti je x = 0.535687386791873, ale to nebylo povinné.)

Kdyz nekdo (nesikovne) nevynasobil rovnici f ′(x) = 0 monomem x3, vysla mu Newtonova iterace x ←
x− 2(x−1)−2(1/x−2)/x2

2+6/x4−8/x3 . Zlomek ma pro x0 = 1 jmenovatel nulovy, tedy musime volit jine x0, napr. x0 = 1/2.

2. Je dána matice A ∈ Rm×n s lineárně nezávislými řádky.

(a) (3b) Najděte vzorec pro ortogonálńı projektor na nulový prostor matice A.

Ze skript známe vzorec pro projektor na podprostor daný báźı. Když řádky A budou ta báze, pak
AT (AAT )−1A bude projektor na rngAT = (nullA)⊥. Projektor na nullA tedy bude I−AT (AAT )−1A.

(b) (1b) Napǐste tento projektor pro př́ıpad A = [2 −1] (tedy A má jediný řádek).
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[
1 2
2 4

]
(c) (1b) Jaký bude tento projektor pro př́ıpad m = n? Bude možné vzorec nějak zjednodušit?

Pak bude A regularni a jeji nulovy prostor je {0}. Tedy projektor bude nulova matice 0 rozmeru n×n. To
vyjde i dosazenim do vzorecku vyse, protoze diky regularite A mame (AAT )−1 = A−TA−1.



3. Minimalizujeme funkci 1
2x

TAx za podmı́nky bTx = 1, kde A je daná symetrická positivně definitńı matice, b
je daný normalizovaný vektor a x ∈ Rn jsou proměnné.

(a) (2b) Popǐste vlastnosti účelové funkce úlohy. Jak se nazývá? Je konvexńı? Jak se nazývaj́ı jej́ı vrstevnice?

Funkce je positivně definitńı kvadratická forma, tedy je konvexńı (např. dle Věty 16.5. ve skriptech). každá
jej́ı vrstevnice kladné výšky je povrch elipsoidu (trochu nesprávně můžeme ř́ıct i elipsoid).

(b) (1b) Jak se nazývá množina př́ıpustných řešeńı úlohy? Je tato množina konvexńı?

Účelová funkce je konvexńı protože A je positivně definitńı. Množina př́ıpustných řešeńı je nadrovina, tedy
konvexńı množina. Tedy úloha je konvexńı.

(c) (3b) Úlohu vyřešte (výsledkem bude vzorec pro optimálńı řešeńı x). Pokud optimálńı řešeńı neexistuje,
od̊uvodněte. Pokud existuje, od̊uvodněte, proč je to globálńı minimum úlohy (a ne např. lokálńı maximum).

Lagr. funkce L(x, λ) = 1
2x

TAx+λ(1−bTx). Podmı́nka 1. řádu (kromě omezuj́ıćı podmı́nky) je Lx(x, λ) =
xTA − λbT = 0. Protože A je pos. definitńı a tud́ıž regulárńı, máme z toho x = λA−1b. Dosazeńım do
omezeńı dostaneme λbTA−1b = 1, z toho vyjádř́ıme λ a dosad́ıme do x = λA−1b = A−1b

bTA−1b
. Protože

úloha je konvexńı, je to globálńı minimum.

(d) (3b) Nakreslete situaci pro n = 2 pro nějaké vámi zvolené A a b (kde matici A nevolte diagonálńı).
Nemuśıte psát numerické hodnoty A a b, stač́ı jen kvalitativńı správnost obrázku. Na obrázku bude počátek
(tj. bod 0), vektor b, množina př́ıpustných řešeńı úlohy, optimálńı vektor x a vrstevnice účelové funkce
procházej́ıćı bodem x. Pokud jsou nějaké dvojice objekt̊u kolmé či rovnoběžné, vyznačte to standardńımi
značkami pro kolmost/rovnoběžnost.

Vše kresĺıme v rovině R2. Množina př́ıpustných řešeńı {x | bTx = 1 } je př́ımka kolmá na vektor b a
procházej́ıćı bodem b (tedy špičkou vektory b). Vrstevnice (r̊uzných kladných výšek) účelové funkce jsou
‘soustředné’ elipsy. Optimálńı bod x bude procházet vrstevńıćı s nejnižš́ı možnou výškou, která ještě má s
př́ımkou neprázdný pr̊unik. To bude elipsa, která se př́ımky právě dotýká, tedy je k ńı tečná.

0

bTx = 1

b

x

4. (3b) Chceme zjistit, zda funkce f(x) = |1Tx| = |x1 + · · ·+ xn| je vektorová norma. Za t́ımto účelem pro každý
z axiomů normy uved’te, zda jej funkce f splňuje či nesplňuje, a každou odpověd’ dokažte.

Axiomy normy jsou ve skriptech v §12.4.1.

Pro n ≥ 2 nesplnuje axiom f(x) = 0 =⇒ x = 0, protipriklad pro n = 2 je x = (1,−1).
Axiom positivni homogenity f(αx) = |α|f(x) splnuje. Dukaz: f(αx) = |α1Tx| = |α| |1Tx| = |α|f(x).
Trojuhelnikovou nerovnost f(x + y) ≤ f(x) + f(y) splnuje. Dukaz: f(x + y) = |1T (x + y)| = |1Tx + 1Ty| ≤
|1Tx|+ |1Ty| = f(x) + f(y), protoze pro kazde α, β ∈ R plati |α+ β| ≤ |α|+ |β|.

5. Máme množinu { (x, y) ∈ R2 | min{x, y} ≤ 1 }.

(a) (2b) Načrtněte tuto množinu.

Mnozina je sjednoceni polorovin x ≤ 1 a y ≤ 1.

(b) (2b) Je tato množina konvexńı? Odpověd’ dokažte z definice konvexńı množiny (požadujeme algebraický
d̊ukaz, tedy nestač́ı např. geometrické od̊uvodněńı odvolávaj́ıćı se na obrázek).

Neńı konvexńı, nutno naj́ıt protipř́ıklad porušuj́ıćı definici konvexńı množiny (vyraz (13.1) ve skriptech).
Ten snadno najdeme v obrazku. Napr. body (x, y) = (1, 2) a (x′, y′) = (2, 1) oba patri do mnoziny (splnuji
nerovnost min{x, y} ≤ 1). Kdyz ale zvolime α = 1

2 , tak bod (1 − α)(x, y) + α(x′, y′) = (32 ,
3
2) v mnozine

nelezi.



6. Pro dané č́ıslo c ∈ R hledáme nezáporné č́ıslo x ∈ R tak, aby hodnota výrazu |c− x| byla co nejmenš́ı.

(a) (1b) Najděte (pokud možno jednoduchý) vzorec pro optimálńı hodnotu (nikoliv argument) této úlohy.

Pokud c ≥ 0, tak zvolime x = c a opt hodnota je 0. Pokud c ≤ 0, zvolime x = 0 a opt hodnota je |c| = −c.
Pro oba tyto pripady se opt hodnota da napsat jednoduse jako max{0,−c}.

(b) (1b) Je tato úloha lineárńı program? Pokud neńı, převed’te ji na lineárńı program. Pokud převod neńı
možný, od̊uvodněte a daľśı úkoly už nedělejte.

min z za podm. c− x ≤ z, −c+ x ≤ z, x ≥ 0, z ∈ R
(c) (2b) Napǐste k tomuto lineárńımu programu duálńı úlohu.

min z max c(u− v)
za podm. x+ z ≥ c za podm. u ≥ 0

−x+ z ≥ −c v ≥ 0
x ≥ 0 u− v ≤ 0
z ∈ R u+ v = 1

(d) (1b) Napǐste optimálńı primárńı řešeńı a optimálńı duálńı řešeńı pro c = 1.

x = z = 1, u = v = 1
2

(e) (1b) Napǐste optimálńı primárńı řešeńı a optimálńı duálńı řešeńı pro c = −2.
x = 0, z = 2, u = 0, v = 1

7. (3b) Zemědělec má 10 ha pole na výsadbu pšenice a žita a chce osázet nejméně 7 ha. Má k dispozici 120 tis.
Kč a celou výsadbu chce stihnout za ne v́ıce než 12 hodin. Osázeńı jednoho hektaru pšenice stoj́ı 20 tis. Kč a
trvá jednu hodinu. Osázeńı jednoho hektaru žita stoj́ı 10 tis. Kč a trvá dvě hodiny. Pokud je zisk 50 tis. Kč za
hektar pšenice a 30 tis. Kč za hektar žita, kolik pšenice a žita má zemědělec vysázet pro co největš́ı zisk? Úlohu
napǐste jako lineárńı program (který už ale neřešte).

Zadáńı jde pochopit dvěma zp̊usoby, oba jsou správné. Bud’ se náklady na výsadbu neodč́ıtaj́ı ze zisku, pak
maximalizujeme 50x+ 30y z.p. 7 ≤ x+ y ≤ 10, 20x+ 10y ≤ 120, x+ 2y ≤ 12, x, y ≥ 0.

Nebo se náklady na výsadbu odč́ıtaj́ı ze zisku (tedy nevyčerpaný zbytek ze 120 tiśıc si můžeme nechat), pak
maximalizujeme (50− 20)x+ (30− 10)y za stejných podmı́nek.

8. Chceme ručně spoč́ıtat redukovaný singulárńı rozklad matice A =

[
1 0 −1
0 1 2

]
. Postupujte v těchto kroćıch:

(a) (2b) Spoč́ıtejte singulárńı č́ısla matice A (postup nestač́ı, spoč́ıtejte je numericky).

Hledáme rozklad A = USVT , kde U ∈ R2×2 a V ∈ R3×2 maj́ı ortonormálńı sloupce a S ∈ R2×2 je dia-
gonálńı s diagonálńımi prvky s1, s2. Využijeme vztah se spektrálńım rozkladem: AAT = USVTVSTUT =
US2UT . Podle tohoto vzorce jsou singulárńı č́ısla matice A rovna odmocnině vlastńıch č́ısel matice AAT =[
2 −2
−2 5

]
. Tato vlastńı č́ısla jsou řešeńım rovnice det(AAT−λI) = det

[
2− λ −2
−2 5− λ

]
= (2−λ)(5−λ)−4 =

λ2 − 7λ+ 6 = 0, tedy λ1 = 1, λ2 = 6. Tedy s1 = 1, s2 =
√
6.

(b) (2b) Spoč́ıtejte levé singulárńı vektory matice A (postup nestač́ı, spoč́ıtejte je numericky).

Ze vzorce výše plyne, že singulárńı vektory matice A jsou normalizované vlastńı vektory matice AAT . Ty

spoč́ıtáme z homogenńı lineárńı soustavy (AAT − λI)u. Pro λ = λ1 máme

[
1 −2
−2 4

]
u1 = 0, tedy u1 =

(2, 1)/
√
5 (až nba násobeńı mı́nus jedničkou). Pro λ2 máme

[
−4 −2
−2 −1

]
u2 = 0, tedy např. u2 = (−1, 2)/

√
5.

(c) (1b) Nakonec dopoč́ıtejte celý redukovaný singulárńı rozklad matice A (nemuśıte numericky, stač́ı postup).

Matici S máme. Matici U také, jej́ı sloupce jsou vektory u1,u2 (zkontrolujte, že UTU = I, jak má být).
Zbývá dopoč́ıst matici V ze vzorce A = USVT . Protože je U ortogonálńı a S diagonálńı regulárńı, je
VT = S−1UTA, tedy V = ATUS−1.

I když to neńı povinné, dopoč́ıtáme to i numericky:

V =

 1 0
0 1
−1 2

 1√
5

[
2 −1
1 2

] [
1 0

0 1/
√
6

]
=

 1 0
0 1
−1 2

[
2 −1
1 2

] [
1/
√
5 0

0 1/
√
30

]
=

2 −1
1 2
0 5

[
1/
√
5 0

0 1/
√
30

]
= 2

√
5 −1/

√
30

1/
√
5 2/

√
30

0 5/
√
30

.


