Zkouska OPT 6.2.2024 Jméno: Ptijmeni:

Reseni piste do piipravenych mezer. Odevzdiva se pouze tento Eistopis.
Kazdy piiklad musi mit nejen odpovéd’, ale i postup. Odpovéd bez postupu nestaéi.

1. Najdéte vzdalenost mnoziny { (z,y) € R? | y = 22 } od kruznice s polomérem 1 a sttedem v bodé (2,0).

(a) (2b) Formulujte jako optimaliza¢ni ilohu (musi byt zfejmé, co je ucelova funkce, co proménné a co piipadné
omezujici podminky). Zvolte formulaci tak, aby sla dobfe fesit. Formulaci ilustrujte obrazkem.

(b) (3b) Ulohu vyfteste (najdéte pozadovanou vzdélenost). Na kalkula¢ce smite pouzit jen operace plus, minus,
krat, déleno a druhd odmocnina. Nedokazete-li tlohu takto vyfeSit pfesné, navrhnéte vhodnou iteraéni
metodu (tak, abychom strojové presnoti dosahli za co nejmensi pocet iteraci), napiste vzorec pro iteraci
metody (pro tuto konkrétni tlohu!) a navrhnéte vhodny pocéateéni odhad.

Minimalizuj d? = ||(z,2?) —(2,0)]|3 = (z — 2)? + 2. Derivace rovna nule da 22+ —2 = 0. Newtonova metoda:

9 .3 -9 4,.3 9
N i - , pocatecni odhad x = 1. Po nekolika iteracich je z = 0.835122348481367, tedy
622 + 1 622 + 1
d = 1.357699386102247. To je tedy vzdéalenost od stfedu kruznice, vzdalenost od kruznice je o 1 mensi.
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2. (3b) Méme m pifmek v roving, kde i-t4 piimka ma rovnici p/x = ¢; pro dané p; € R? a ¢; € R. Hledadme
bod, ktery minimalizuje soucet ¢tverct vzdéalenosti od piimek. Formulujte dlohu ve tvaru miny [[Ay — bl|2, tj.
najdéte A, b,y. (Ndpovéda: jak se pocitd vzdélenost bodu od piimky?)

Vzdéalenost bodu y od i-té pifmky je p!'y — ¢; za predpokladu, ze |pi|l2 = 1. Tedy necht p: = p;/||pil2 a
i’ a
¢ = q./||pill2. Pak minimalizujeme > .(p/fy — ¢/)?, tedy A= | : |, b= | :
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3. (3b) Je soucin dvou reguldrnich matic reguldrn{ matice? Odpovéd dokazte (postup dikazu napiste jasné).
(Néapoveda: samoziejmé musite pouzit definici reguldrni matice.)
Matice A je reguldrni, pravé kdyz ma inverzi, tj. existuje matice oznacend jako A~! tak, 7e AA~! =1 = A~ 'A.
Z toho specidlné plyne (aby maticové nasobeni §la provést), ze regularni matice musi byt ¢tvercova.
Necht tedy A, B jsou reguldrni ¢tvercové (stejného rozméru, aby je §lo nésobit). Chceme dokézat, Ze existuje
matice C stejného rozméru tak, aby ABC = I = CAB (C bude tedy inverze matice AB). No ale takovou matici
C snadno najdeme tieba z rovnosti ABC = I: vyndsobenim rovnosti zleva nejdfiva matici A a potom matici B
dostaneme C = B~ A~!. Zkontrolujeme, ze tato matice C vyhovuje i druhé rovnosti: CAB = B"'A"1AB =1.

4. (3b) Jsou ddny matice A € R™*" (libovoln4, tj. ne nutné symetrickd, positivné definitni, apod.) a vektor b € R™.
Napiste postup (posloupnost kroku, nemusi to byt kéd v néjakém programovacim jazyce), jak rozhodnout, zda

uloha m[iRn (xT Ax + bTx) m4 optimdlni feseni, a jestlize ho mé4, tak jak se néjaké optimalni feseni najde.
xeR"™

Funkce x” Ax + b”x je kvadraticks funkce, vie co potiebujete je tedy v §6.4 skript. Nebo tlohu muzeme vidét
jako vysetfovani volnych extrému diferencovatelné funkce, o ¢emz je §10.1. Mozny postup:

1 Hodnota kvadratické formy x” Ax zavisi jen na symetrické ¢asti matice A, spoéteme tedy nejprve tuto
symetrickou ¢ast: S = (A + A”T)/2 je tato symetrickd ¢ast. Ted tedy vysetiujeme tilohu m]iRn (xTSx+bTx).
XE n

2 Najdeme stacionarni bod/body: polozime derivaci rovnou nule, 07 = %(XTSX +b"x) = 2xTS + b’ po

transpozici a upravé Sx = —b/2 (tuto soustavu lze odvodit i doplnénim na ¢tverec dle §6.4.1, coz je o
néco slozitéjsi). Tato linedrni soustava bud mé préavé jedno feseni (to tehdy, kdyz S je reguldrni; pak lze
fegeni spocitat inverzi, x = —S~'b/2), nebo ma nekoneéné mnoho feseni (S singuldrni, b € rngS; pak

nelze pouzit inverzi ale najdeme néjaké reseni soustavy napi. Gaussovou eliminaci), nebo nemd feseni (S
singuldrni a b ¢ rng S). V poslednim piipadé tloha urc¢ité nema optimélni feseni.

3 Jestlize existuje alespon jeden staciondrni bod, uréime definitnost matice S (pomoci symetrické Gaussovy
eliminace nebo vlastnich ¢isel). Jestlize S je positivné semidefinitni (vSechna vlastni ¢isla nezdpornd), tak
vSechny staciondrni body jsou optiméalni feseni dlohy. Jinak je tiloha neomezena (infimum je —o0).



5. Hledame lokalni extrémy funkce ax+ by za podminky zy = 1, kde a,b € R jsou znamé a x,y € R jsou proménné.

(a) (2b) Najdéte vsechny body spliiujici podminku 1. fddu na lokélni extrémy. Pro jaké hodnoty parametru
a, b aspon jeden takovy bod existuje? (Ndpovéda: nez zaénete pocitat, uvazte vhodnou metody feseni.)
Muzeme vyjadiit y = 1/2 z podminky a dosadit do kritéria, tedy hleddme volné extrémy funkce f(z) =
ar + b/z na mnoziné R \ {0}. Staciondrni podminka (= podminka prvniho f¥ddu) je 0 = f'(x) = a — b/z?%.
Tato rovnice m4 fesenf jen za podminky a # 0 a b/a > 0. Pak je feseni x = £4/b/a a odpovidajiciy = 1/z =
:I:\/i Ovsem musime predpokladat i b # 0, protoze jinak by x = +1/b/a = O nemohlo splnit omezeni
xy = 1. Odpovéd: za podminky ab > 0 dva body podezielé z lok. extrému jsou (z,y) \/% \/7
jinak neexistuje ani jeden.

(b) (2b) Pro kazdy nalezeny bod rozhodnéte, zda je to extrém tlohy. Kdyz ano, urcete typ extrému (lokalni/globélni,
minimum/maximum). To vSe v zavislosti na hodnotéch parametru a, b.
Zderivujeme funkci f podruhé f”( ) = (a— b/m ) =b/x3. Pro b >0 (tj. a = 0, protoie pfedpoklzidzime

b/a > 0) bude tedy bod (z,y) = (1/b/a,/a/b) lokdlni minimum a bod (z,y) = —(1/b/a, /a/b) lokdlni

maximum. pro b < 0 to bude naopak. Oba extremy jsou zaroven globalni, coz lze vidét z obrazku

(¢) (3b) Ulohu nyni zobecnime: hledéme lokélni extrémy funkce a’x + by za podminky x”y = 1, kde
a,b € R” jsou znamé a x,y € R” jsou proménné. Najdéte vSechny body spliujici podminku 1. fadu pro
tuto tlohu (podminky 2. fadu nemusite ovéfovat). Pro jaké vektory a, b budou takové body existovat?
Tady je vyhodné pouzit metodu Lagrangeovych multiplikdtorii. Lagr funkce L(x,y,\) = a’x + by +
A(1 —x"y). Podminka prvniho fddu je soustava rovnic Ly = a’ — Ay’ =0, Ly = bl - xT' =0, xTy =1.
7 pryvnich dvou vyjadifme x,y a dosadime do tieti, ¢im# ziskdme a’b/\% = 1, tedy A = +1/vaTb. Po
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dosazeni a tpravé mame dva body podezielé z lok. extrému: (x,y) = :l:\(/%, které ovsem existuji jen za
a

podminky a’b > 0.

6. (3b) Obrabéci stroj umi vyrdbét dva druhy vyrobku (v jeden okamzik ovSem umi vyrédbét jen jeden druh),
srouby a matky. Srouby vyrabi rychlost{ 200 kg /hod, matky rychlosti 140 kg/hod. Je urceno, Ze sroubu se nesmi{
vyrobit vice nez 6000 kg a matek se nesmi vyrobit vice nez 4000 kg. Z prodeje sroubu je zisk 25 K¢/kg, z prodeje
matek 30Ké/kg. Kolik mame vyrobit sroubu a kolik matek, chceme-li nejvétsi zisk a méame-li k dispozici 40
hodin préce stroje? Cenu za suroviny a za béh stroje nepoé¢itame. Napiste jako linedrni program (ale ten neteste).

Nejiprozenéjsi formulace je max 25x + 30y z.p. /200 + y/140 < 40, x < 6000, y < 4000, z,y > 0 (vyznam x,y

je mnozstvi sroubu/matek).

Jind mozna formulace je max 25 - 200z 4 30 - 140y z.p. z +y < 40, 2002 < 6000, 140y < 4000, z,y > 0 (zde =,y
znamenaji cas vyroby sroubu/matek).



7. Méme mnozinu { (z,y,2) ER3 | (1 -2 —y—2)2<0, 2>0, y>0}.

(a) (2b) Je tato mnozina konvexni? Odpovéd odivodnéte (nemusite dokazovat algebraicky z definice konvexnn{
mnoziny).
Bez toho, abychom si mnozinu uméli pfedstavit/nakreslit, ihned vidime, ze je konvexni, protoze (1 — z —
y — 2)? je konvexni funkce, a subkontura konvexni funkce je knnvexni mnozina. Mnozina je tedy priiniken
subkontury vysky nula této funkce (coz je knvexni mnozina, viz véta ve skriptech) a poloprostorua z > 0 a
y = 0.

(b) (1b) Je tato mnozina konvexni mnohostén? Odpovéd oduvodnéte.
To ze zadani ihned nevidime, ale musime si véimnout, ze (1 — 2 —y — 2)? < 0 je totez jako x +y + z = 1.
Tedy podminky jsou linearni a je to konvexni mnohosten (z definice konvexniho mnohosténu jako mnoziny
feseni soustavy kone¢né mnoha linedrnich rovnic a nerovnic).
Muzeme si tento mnohostén i nakreslit (i kdyz to nenf pro nezbytné): je to prunik roviny z +y+2 =1 a
polorovin z > 0 a y > 0.

(¢) (2b) Jestlize ano, najdéte vsechny extrémni body tohoto mnohosténu (pokud to udéldte uvahou, tak
oduvodnéte spravnost vysledku).

Jedna moznost je extremalni body vykoukat z obrazku.

Jinak ale postupujeme jako ve skriptech v §13.3.1. Tento postup sice predpoklada mnohostén popsany
soustavou lin. nerovnic, ale nasi rovnici z 4+ y+ 2z = 1 si mizeme predstavit jako dvé nerovnice z+y+2 > 1
a—x —y—z>—1 (ale to vlastné neni nutné). Extremdlni body ziskdme tak, ze vzdy zkusime néjakou
podmnozinu nerovnic zménit na rovnice (tj. u¢init aktivnimi) a kdyz dand soustava rovnic bude mit praveée
jedno TeSeni a to navic bude lezet v mnohosténu, tak toto jeji feseni je extremalni bod.

Zde mame jen dvé nerovnice, z > 0 a y > 0. KdyZz nezménime zadnou z nich na rovnici, tak mame soustavu
T+ y+ 2z =1, kterd zjevné ma vic nez jedno teSeni. Kdyz zkusime zménit z > 0 na z = 0, tak mame
soustavu x +y + 2z = 1, x = 0, kterd ma také vice feSeni. Kdyz ale zménime obé nerovnice x > 0, y > 0 na
rovnice, tak vznikla soustava x +y+2z = 1, z = 0, y = 0 m4 praveé jedno teSeni (z,y,z) = (0,0,1), a to lezi
v mnohosténu. Je to tedy jediny extremalni bod.

0.528  0.896 —0.72

8. (3b) Najdéte vzdalenost (ve Frobeniové normé) matice A = _1904 —0528 0.96

] k nejblizsi matici

hodnosti jedna. Odpovéd bude hledand vzdélenost (tj. jediné &fslo). Napovéda: U = {_82 gg] ,V =
—0.64 —0.6
—0.48 0.8].
0.6 0

Tato tloha jde fesit pomoci SVD (véta Eckart-Young). SVD matice A sice nemame, ale ndpovéda ndm napovidd
matice U, V. Musime z nich spoéitat matici S. Ovéifme pifmym vypoctem, ze UTU =T a VI'V =1 (jak se
v SVD piedpoklada). Kdyz rovnost A = USVT vynédsobime zleva U a zprava V, dostaneme UTAV = S
2 0
0 0.5
(protoze matice je obdélnikovd), tedy sice plati A = USV? — UTAV = S ale obecné neplati A =
USVT < UTAV = S. Proto musime udélat zkousku, ze rovnost A = USVT opravdu plati (a ona plati,
zaddni neni tak zlomyslné).

coz, jak rucné spocitame, da S = { } . Ale pozor: nasobeni matici V zprava nebyla ekvivalentni operace

Ted uZz mame vse k nasazeni véty Eckarta a Younga. Z ni plyne, Ze hledani vzddlenost je rovna souétu
singularnich ¢isel, kterd jsme pii aproximatice vynulovali. Zde to bylo jediné ¢islo oo = 0.5.



9. Maximalizujeme funkei f(x1,x2) = min{2x; —z9 — 3, 1 — 1, 29 — 2, x1 + 22 }.

(a) (2b) Napiste tilohu jako linedrni program. Pokud to nejde, oduvodnéte a dalsi tikoly uz nedélejte.

(b) (2b) Napiste k nému dudlni dlohu. Vysledek zjednoduste (rozhodné jej nenechte v maticové forme).

Primar udéldme podle §12.1.1 ve skriptech, dudl podle kuchaiky v §15.1 (kterou mate asi na tahdku).
Napiseme primar i dudl spolecné:

max =z min  3y; — y2 + 2y3

za podm. 2r1 —x9—2 > 3 za podm. y1 <0
—ry—z 2> —1 y2 <0
Tog—2z22>2 y3 <0
r1+x9—2>0 ys <0

r1 €R 21 —y2 +ys =

2 € R —Y1+y3+ys =
z€eR —“Yy1—Y2—Yys—ys =1

(¢) (2b) Napiste podminky komplementarity pro obdrzenou primarni a dudlni ulohu.
V kazdém tadku musi byt aspon jedna nerovost aktivni, u rovnosti je to splnéné implicitné. Tedy

(21 —20—2—-3)y1 =0
(—z1—2+1y2=0
(x2—2—2)y3 =0

(1 +22—2)ys =0

(d) (2b) Tvrdime, ze maximum funkce f se nabyva v bodé (z1,x2) = (1,2). Je to pravda? Odpovéd dokazte.

Nejjednodussi je zkusit najit bod, ve kterém ma funkce f vyssi hodnotu nez v daném bodé (z1,z2) = (1, 2).
Takovy bod je napi. (0,3), protoze f(0,3) = min{0,—2,1,3) = —2 > —3 = f(1,2). Tedy bod (1,2) neni
optimalni.
Pokud vas tohle nenapadlo, muzeme pouzit komplementaritu (jako v Piikladu 15.3 ze skript). Pro (x1,x2) =
(1,2) bude zbyvajici primarni proménnd z rovna z = f(x1,22) = —3. Aby bod (z1,x2,2) = (1,2, —-3) byl
pro primar optimélni, dle Véty o komplementarité musi existovat y1,...,ys pripustna pro dudl a spliujici
podminky komplementarity. V tomto bodé je aktivni jen prvni primarni omezeni (protoze 2x; —z9—3 = —3,
1—x1=0,29—2=0, 1 +x2 = 3), tedy musi byt y2 = y3 = y4 = 0. K tomu se ndm ovsem nepodaii najit
y4 tak, aby platila dudlnki omezeni. Tedy bod (z1,22) = (1,2) neni optimélni pro primar.



