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Minimaxńı nerovnost

Věta

Pro každou funkci L : X × Y → R plat́ı minimaxńı nerovnost

min
x∈X

max
y∈Y

L(x , y)︸ ︷︷ ︸
F (x)

≥ max
y∈Y

min
x∈X

L(x , y)︸ ︷︷ ︸
G(y)

.

Rovnost nastává právě tehdy, existuje-li (x∗, y∗) ∈ X × Y (tzv. sedlový bod) splňuj́ıćı

L(x∗, y) ≤ L(x∗, y∗) ≤ L(x , y∗) ∀x ∈ X , y ∈ Y .

Př́ıklady pro X = Y = {1, 2, 3, 4}:

x y 1 2 3 4 F (x)

1 −1 4 7 4 7

2 4 4 6 −2 6

3 1 5 3 3 5

4 3 5 3 2 5

G (y) −1 4 3 −2

x y 1 2 3 4 F (x)

1 −1 4 7 4 7

2 4 4 6 −2 6

3 1 0 3 3 3

4 3 3 3 2 3

G (y) −1 0 3 −2

Věta plat́ı i pro nekonečné množiny X ,Y , když zaměńıme min/max za inf/sup.
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Funkce s rozš́ı̌renou hodnotou

Úlohu

min{ f (x) | x ∈ X , g(x) ≤ 0 }

můžeme ekvivalentně napsat jako

min
x∈X

F (x)

kde

F (x) =

{
f (x) když g(x) ≤ 0

+∞ jinak

Omezeńı g(x) ≤ 0 je ‘schováno’ ve funkci F (tzv. implicitńı omezeńı).

Máme F : X → R kde R = R ∪ {−∞,+∞} znač́ı rozš́ı̌renou množinu reálných č́ısel.
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Lagrangeova dualita

Pro f : Rn → R a g : Rn → Rm zavedeme Lagrangeovu funkci

L(x, y) = f (x) + yTg(x) = f (x) + y1g1(x) + · · ·+ ymgm(x)

Princip Lagrangeovy duality:

min
x∈X

max
y∈Y

L(x, y)︸ ︷︷ ︸
F (x)︸ ︷︷ ︸

primárńı úloha

≥ max
y∈Y

min
x∈X

L(x, y)︸ ︷︷ ︸
G(y)︸ ︷︷ ︸

duálńı úloha

� F je primárńı účelová funkce (ve které jsou schována primárńı omezeńı).

Zobrazeńı f , g a množiny X ⊆ Rn, Y ⊆ Rm voĺıme tak, aby min
x∈X

F (x) byla kýžená primárńı úloha.

� G je duálńı účelová funkce (ve které jsou schována duálńı omezeńı).

Je vždy konkávńı, nebot’ je to minimum (p̌res x ∈ X ) afinńıch funkćı L(x, · ).

� Z minimaxńı nerovnosti plyne slabá dualita: primárńı opt. hodnota ≥ duálńı opt. hodnota.

Jejich rozd́ıl se nazývá dualitńı mezera.

� Silná dualita plat́ı (tj. dualitńı mezera je nulová), právě když L má sedlový bod.
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Př́ıklady konstrukce primárńı úlohy

� Volbou Y = Rm dostaneme tuto primárńı účelovou funkci/úlohu:

F (x) = max
y∈Rm

(f (x) + yTg(x)) = f (x) + max
y∈Rm

yTg(x) =

{
f (x) když g(x) = 0

+∞ jinak

min
x∈X

F (x) = min{ f (x) | x ∈ X , g(x) = 0 }

� Volbou Y = Rm
+ dostaneme tuto primárńı účelovou funkci/úlohu:

F (x) = max
y≥0

(f (x) + yTg(x)) = f (x) + max
y≥0

yTg(x) =

{
f (x) když g(x) ≤ 0

+∞ jinak

min
x∈X

F (x) = min{ f (x) | x ∈ X , g(x) ≤ 0 }

� Volbou Y = Rm1 × Rm2
+ dostaneme kombinaci obou možnost́ı (omezeńı typu rovnost́ı i nerovnost́ı).
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Př́ıklad: LP

Napǐsme duálńı úlohu k úloze LP

min{ cTx | Ax = b, x ≥ 0 }

Zvoĺıme

f (x) = cTx, g(x) = b− Ax, X = Rn
+, Y = Rm.

Lagrangeova funkce je

L(x, y) = cTx+ yT (b− Ax) = cTx− yTAx+ yTb.

Ově̌ŕıme, že

F (x) = max
y∈Y

L(x, y) =

{
cTx když Ax = b

+∞ jinak

Plat́ı

G (y) = min
x∈X

L(x, y) =

{
yTb když yTA ≤ cT

−∞ jinak

Duálńı úloha tedy je

max
y∈Rm

G (y) = max{bTy | ATy ≤ c, y ∈ Rm }
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Př́ıklad: LP s intervalovým omezeńım

Napǐsme duálńı úlohu k úloze LP

min{ cTx | x ∈ [0, 1]n, Ax = b }

Zvoĺıme

f (x) = cTx, g(x) = b− Ax, X = [0, 1]n, Y = Rm.

Lagrangeova funkce L a primárńı účelová funkce F jsou stejné jako minule.

Duálńı účelová funkce je

G (y) = min
x∈X

L(x, y) = min
x∈[0,1]n

(cTx− yTAx+ yTb)

= yTb+ min
x∈[0,1]n

(cT − yTA)x

= yTb+ min
x∈[0,1]n

∑
j

(cj − yTaj)xj

= yTb+
∑
j

min
x∈[0,1]

(cj − yTaj)x

= yTb+
∑
j

min{cj − yTaj , 0} (protože min
x∈[0,1]

zx = min{z , 0})

Duálńı úloha je max
y∈Rm

G (y).
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Př́ıklad: 0-1 LP

Napǐsme duálńı úlohu k úloze celoč́ıselného LP

min{ cTx | x ∈ {0, 1}n, Ax = b }

Zvoĺıme

f (x) = cTx, g(x) = b− Ax, X = {0, 1}n, Y = Rm.

Duálńı úloha vyjde stejná jako minule, protože

min
x∈{0,1}

zx = min
x∈[0,1]

zx = min{z , 0}.
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Př́ıklad: Řešeńı lineárńı soustavy s nejmenš́ı euklid. normou

Napǐsme duálńı úlohu k úloze

min{ 1
2∥x∥

2 | x ∈ Rn, Ax = b }.

Zvoĺıme

f (x) = 1
2∥x∥

2, g(x) = b− Ax, X = Rn, Y = Rm.

Lagrangeova funkce je

L(x, y) = 1
2∥x∥

2 + yT (b− Ax) = 1
2∥x∥

2 − yTAx+ yTb.

Duálńı účelová funkce je

G (y) = min
x∈X

L(x, y) = min
x∈Rn

( 12∥x∥
2 − yTAx+ yTb) = yTb− 1

2∥y
TA∥2

protože pro každé c plat́ı

min
x∈Rn

( 12∥x∥
2 − cTx) = − 1

2∥c∥
2

Duálńı úloha je

max
y∈Rm

G (y) = max
y∈Rm

(yTb− 1
2∥y

TA∥2)
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Lineárńı úloha nejmenš́ıch čtverc̊u

Úloha

min
x∈Rn

∥Ax− b∥2

nemá omezeńı, proto jej́ı duál je triviálńı. Netriviálńı duál ale dostaneme, p̌reṕı̌seme-li úlohu jako

min{ 1
2∥r∥

2 | Ax− b = r, x ∈ Rn, r ∈ Rm }

Lagrangeova funkce:

L(x, r, y) = 1
2∥r∥

2 + yT (r − Ax+ b)

Duálńı účelová funkce je

G (y) = min
x∈Rn

r∈Rm

L(x, r, y) = yTb+ min
x∈Rn

r∈Rm

( 12∥r∥
2 + yT r − yTAx) =

{
yTb− 1

2∥y∥
2 když yTA = 0

−∞ když yTA ̸= 0

Duálńı úloha je tedy

max{ yTb− 1
2∥y∥

2 | yTA = 0, y ∈ Rm }
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Extrémy kvadratické funkce na sfé̌re

Úloha

min{ xTAx | xTx = 1, x ∈ Rn }

Lagrangeova funkce

L(x, y) = xTAx+ y(1− xTx)

Duálńı účelová funkce

G (y) = min
x∈Rn

L(x, y) = y + min
x∈Rn

xT (A− y I)x =

{
y když A− y I ⪰ 0

−∞ jinak

nebot’ min
x∈Rn

xTBx je rovno 0 když B ⪰ 0 a −∞ jinak.

Tedy duálńı úloha je

max{ y | A− y I ⪰ 0, y ∈ R }

tedy hledáme nejvěťśı č́ıslo y tak, aby matice A− y I byla ještě positivně semidefinitńı.
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Podḿınky komplementarity

Mějme primárńı úlohu

min{ f (x) | x ∈ X , g(x) ≤ 0 }

a k ńı Lagrangeovu funkci

L : X × Rm
+ → R, L(x, y) = f (x) + yTg(x).

Věta (o komplementaritě)

Necht’ (x∗, y∗) je sedlový bod Lagrangeovy funkce (tj. plat́ı silná dualita).

Pak y∗Tg(x∗) = 0.

Důkaz. Stač́ı použ́ıt půlku sedlové podḿınky: pro všechna y ∈ Rm
+ je L(x∗, y) ≤ L(x∗, y∗), tj. yTg(x∗) ≤ y∗Tg(x∗).

Protože y∗ ∈ Rm
+, plyne z toho g(x∗) ≤ 0 a y∗Tg(x∗) = 0.

Podḿınka y∗Tg(x∗) = 0 je ekvivalentńı podḿınkám komplementarity

y∗
i gi (x

∗) = 0 ∀i = 1, . . . ,m.
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Postačuj́ıćı podḿınka pro silnou dualitu

Mějme primárńı úlohu

min{ f (x) | x ∈ Rn, g(x) ≤ 0 }

a k ńı Lagrangeovu funkci

L : Rn × Rm
+ → R, L(x, y) = f (x) + yTg(x).

Věta (o silné dualitě)

Necht’

� funkce f , g1, . . . , gm jsou konvexńı,

� funkce g1, . . . , gm splňuj́ı některé z podḿınek zvaných constraint qualifications.

Pak Lagrangeova funkce má sedlový bod (tj. plat́ı silná dualita).

Důkaz neuvád́ıme, je obt́ıžný.

Často už́ıvané constraint qualifications:

� Afinńı omezeńı: funkce g1, . . . , gm jsou afinńı

� Slaterova podḿınka: existuje p̌ŕıpustné x tak, že gi (x) < 0 pro všechna i pro které gi neńı afinńı.
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KKT (Karush-Kuhn-Tucker) podḿınky optimality

Mějme primárńı úlohu a Lagrangeovu funkci jako minule, kde f , g jsou diferencovatelné.

KKT podḿınky pro tuto úlohu:

Lx(x, y) = f ′(x) + yTg′(x) = 0 (1)

g(x) ≤ 0 (2)

y ≥ 0 (3)

yTg(x) = 0 (4)

Věta (nutná podḿınka)

Jestliže (x∗, y∗) je sedlový bod Lagrangeovy funkce, pak splňuje KKT podḿınky.

Důkaz. Podḿınka (1) plyne z druhé půlky sedlové podḿınky (x∗ je minimum funkce L( · , y∗) na Rn).

Podḿınka (3) je daná definičńım oborem funkce L.

Podḿınky (2) a (4) plynou z prvńı půlky sedlové podḿınky, viz důkaz věty o komplementaritě.

Věta (postačuj́ıćı podḿınka pro konvexńı úlohy)

Jestliže funkce f , g1, . . . , gm jsou konvexńı a bod (x∗, y∗) splňuje KKT podḿınky,

pak je to sedlový bod Lagrangeovy funkce.

Důkaz. Protože y∗ ≥ 0, funkce L( · , y∗) je konvexńı. Z podḿınky (1) tedy plyne, že funkce L( · , y∗) na Rn nabývá minima

v bodě x∗ (druhá půlka sedlové podḿınky).

Z podḿınek (2) a (4) plyne, že funkce L(x∗, · ) na Rm
+ nabývá maxima v bodě y∗ (prvńı půlka sedlové podḿınky).
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