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Báze a bázová řešeńı

Vstupńı mnohostěn: { x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0 } kde A ∈ Rm×n má lin. nezávislé řádky.

−1 1 3 1 0 2 1[
A b

]
= 1 0 4 0 1 4 4

−1 0 4 1 1 4 2

� Báze je množina J ⊆ {1, . . . , n} taková, že |J| = m a sloupce A s indexy J jsou lin. nezávislé.

� Bázové řešeńı p̌ŕıslušné bázi J je (jediné) řešeńı x = (x1, . . . , xn) soustavy

Ax = b

xj = 0 ∀j /∈ J

� Bázové řešeńı x je p̌ŕıpustné, jestliže x ≥ 0.

Př́ıpustná bázová řešeńı odpov́ıdaj́ı extremálńım bodům mnohostěnu.

� Báze J a J ′ jsou sousedńı, jestliže |J ∩ J ′| = m − 1 (tj. lǐśı se o jeden sloupec).

Nap̌r. báze {1, 4, 5} a {1, 2, 4} jsou sousedńı.
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Vstupńı mnohostěn: { x ∈ Rn | Ax = b, x ≥ 0 } kde A ∈ Rm×n má lin. nezávislé řádky.
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� Báze je množina J ⊆ {1, . . . , n} taková, že |J| = m a sloupce A s indexy J jsou lin. nezávislé.
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� Báze je množina J ⊆ {1, . . . , n} taková, že |J| = m a sloupce A s indexy J jsou lin. nezávislé.
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Ekvivalentńı úpravy úlohy

Uvažujeme úlohu ve tvaru

min{ cTx− d | Ax = b, x ≥ 0 }

Reprezentujeme ji simplexovou tabulkou [
cT d

A b

]

Ekvivalentńı řádkové úpravy tabulky:

� Řádek matice
[
A b

]
vynásob nenulovým č́ıslem.

� K řádku matice
[
A b

]
p̌ričti násobek jiného řádku této matice.

� K účelovému řádku
[
cT d

]
p̌ričti násobek řádku matice

[
A b

]
.

Tyto úpravy zachovávaj́ı:

� množinu řešeńı soustavy Ax = b,

� hodnotu účelové funkce cTx− d pro všechna řešeńı soustavy Ax = b.
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� Řádek matice
[
A b

]
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3 / 9



Standardńı tvar simplexové tabulky

[
cT d

]
= 0 −2 1 0 0 −3 −1

0 2 6 1 0 4 4[
A b

]
= 1 1 3 0 0 2 3

0 −1 1 0 1 2 1

x = 3 0 0 4 1 0

� Podmnožina J sloupc̊u matice A tvǒŕı standardńı bázi.

Ihned vid́ıme p̌ŕıslušné bázové řešeńı x: jeho nenulové složky tvǒŕı vektor b.

� Bázové řešeńı je p̌ŕıpustné (b ≥ 0).

� Ceny cj v bázových sloupćıch jsou nulové (tzv. redukované ceny).

Protože pro nebázové sloupce je xj = 0, aktuálńı hodnota účelové funkce je cTx− d = −d .
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� Ceny cj v bázových sloupćıch jsou nulové (tzv. redukované ceny).
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Iterace simplexového algoritmu

Ćıl iterace: Přej́ıt k sousedńı bázi tak, aby bázové řešeńı z̊ustalo p̌ŕıpustné a účelová funkce se nezhořsila.

Vstup i výstup iterace je simplexová tabulka ve standardńım tvaru.

0 −2 1 0 0 −3 −1

0 2 6 1 0 4 4

1 1 3 0 0 2 3

0 −1 1 0 1 2 1

Postup iterace:

1. Zvol sloupec j tak, že cj < 0.

Sloupec j vstouṕı do báze. Podḿınka zaručuje, že účelová funkce se nezvěťśı (ideálně zmenš́ı).

2. Zvol řádek i ∈ argmin
i ′ : ai′ j>0

bi ′

ai ′j
. Prvek (i , j) se nazývá pivot.

Bázový sloupec, který má v pivotovém řádku jedničku, opust́ı bázi.

Podḿınka zaručuje, že nové bázové řešeńı bude p̌ŕıpustné.

3. Ekvivalentńımi úpravami nastav pivot na jedničku a prvky nad a pod pivotem na nulu.

Bázový sloupec, který se t́ım ‘znič́ı’, bázi opoušt́ı.

5 / 9



Iterace simplexového algoritmu
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3. Ekvivalentńımi úpravami nastav pivot na jedničku a prvky nad a pod pivotem na nulu.
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2. Zvol řádek i ∈ argmin
i ′ : ai′ j>0

bi ′

ai ′j
. Prvek (i , j) se nazývá pivot.
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Podḿınka zaručuje, že nové bázové řešeńı bude p̌ŕıpustné.

3. Ekvivalentńımi úpravami nastav pivot na jedničku a prvky nad a pod pivotem na nulu.

Bázový sloupec, který se t́ım ‘znič́ı’, bázi opoušt́ı.
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Ukončeńı algoritmu

Algoritmus konč́ı, když je splněna jedna z podḿınek:

� Všechny ceny cj jsou nezáporné (jsme v optimu).

0 0 7 1 0 1 4

0 1 3 0.5 0 2 2

1 0 0 −0.5 0 0 1

0 0 4 0.5 1 4 3

� Existuje sloupec, který je celý záporný (úloha je neomezená).

0 0 7 −1 0 1 4

0 1 3 −0.5 0 2 2

1 0 0 −0.5 0 0 1

0 0 4 −0.5 1 4 3
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0 0 7 1 0 1 4

0 1 3 0.5 0 2 2

1 0 0 −0.5 0 0 1

0 0 4 0.5 1 4 3

� Existuje sloupec, který je celý záporný (úloha je neomezená).
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Př́ıklad

0 −2 1 0 0 −3 −1

0 2 6 1 0 4 4

1 1 3 0 0 2 3

0 −1 1 0 1 2 1

0 −3.5 2.5 0 1.5 0 0.5

0 4 4 1 −2 0 2

1 2 2 0 −1 0 2

0 −0.5 0.5 0 0.5 1 0.5

0 0 6 0.875 −0.25 0 2.25

0 1 1 0.25 −0.5 0 0.5

1 0 0 −0.5 0 0 1

0 0 1 0.125 0.25 1 0.75

0 0 7 1 0 1 3

0 1 3 0.5 0 2 2

1 0 0 −0.5 0 0 1

0 0 4 0.5 1 4 3
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Degenerace a cykleńı

Bázové řešeńı x je degenerované, jestliže odpov́ıdá v́ıce než jedné bázi.

To nastane právě tehdy, když nějaká bázová složka vektoru x je nulová.

V tom p̌ŕıpadě se simplexový algoritmus může zacyklit.

−2.3 −2.15 13.55 0.4 0 0 0

0.4 0.2 −1.4 −0.2 1 0 0

−7.8 −1.4 7.8 0.4 0 1 0

0 −1 5.5 −0.75 5.75 0 0

1 0.5 −3.5 −0.5 2.5 0 0

0 2.5 −19.5 −3.5 19.5 1 0

0 0 −2.3 −2.15 13.55 0.4 0

1 0 0.4 0.2 −1.4 −0.2 0

0 1 −7.8 −1.4 7.8 0.4 0

Sloupce tabulky jen zrotovaly o dvě doprava =⇒ daľśı 4 iterace dospěj́ı do počátečńıho stavu!

Blandovo anticykĺıćı pravidlo:

� Při výběru pivotového sloupce: z p̌ŕıpustných sloupc̊u vyber ten s nejnižš́ım indexem.

� Při výběru pivotového řádku: z p̌ŕıpustných řádk̊u vyber ten s nejnižš́ım indexem.
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Inicializace algoritmu (dvoufázová simplexová metoda)

Jak uvést libovolnou simplexovou tabulku do standardńıho tvaru?

Každou úlohu LP snadno p̌revedeme na tvar

min{ cTx | Ax = b, x ≥ 0 }

kde A má lin. nezávislé řádky a b ≥ 0. Ovšem A nemuśı obsahovat standardńı bázi!

Řešeńı: Vy̌reš nejprve pomocnou úlohu

min{ 1Tu | Ax+ u = b, x ≥ 0, u ≥ 0 }

se simplexovou tabulkou [
0 1T 0

A I b

]
.

Plat́ı (1Tu = 0) ⇐⇒ (u = 0) ⇐⇒ (Ax = b).

� Jestliže je vstupńı úloha nep̌ŕıpustná, pak pomocná úloha má opt. hodnotu kladnou.

� Jestliže je vstupńı úloha p̌ŕıpustná, pak pomocná úloha má opt. hodnotu nulovou.

Pak, jestliže je opt. řešeńı pomocné úlohy nedegenerované, matice A obsahuje standardńı bázi.
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min{ 1Tu | Ax+ u = b, x ≥ 0, u ≥ 0 }

se simplexovou tabulkou [
0 1T 0

A I b

]
.

Plat́ı (1Tu = 0) ⇐⇒ (u = 0) ⇐⇒ (Ax = b).
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9 / 9


