
rekurze, mistrovská věta
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Př́ıklad 1

Uvažme následuj́ıćı algoritmus.

// a r r a y c o n t a i n s N>0 random i n t e g e r s

pub l i c i n t [ ] dummySort ( i n t [ ] a r r a y ) {
f i n a l i n t [ ] a r r a y 2 = new i n t [ a r r a y . l e n g t h ] ;

f o r ( i n t i = 0 ; i < a r r a y 2 . l e n g t h ; i ++) {
f i n a l i n t minIndex = findMinimum ( a r r a y ) ;

a r r a y 2 [ i ] = a r r a y [ min Index ] ;

a r r a y [ min Index ] = I n t e g e r . MAX VALUE ;

}
r e t u r n a r r a y 2 ;

}

pub l i c i n t f indMinimum ( i n t [ ] a r r a y ) {
i n t minIndex = 0 ;

f o r ( i n t i = 1 ; i < a r r a y . l e n g t h ; i ++) {
i f ( a r r a y [ i ] < a r r a y [ min Index ] ) min Index = i ;

}
r e t u r n minIndex ;

}

Určete asymptotickou složitost algoritmu.

1



Řešeńı 1

Hledáńı minima trvá vždy Θ(n). Minimum se hledá vždy pro každý prvek

výstupńıho pole. Celkově tedy poťrebujeme Θ(n2) operaćı.
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Rekurze

Situace kdy algoritmus volá sám sebe za účelem vy̌rešeńı problému.

Problém se rozlož́ı na jednoduš̌śı podproblémy, které lze řešit stejným

algoritmem.

Problém rozkládáme dokud neźıskáme dostatečně malý podproblém,

který uḿıme snadno vy̌rešit.

Mnoho rekurzivńıch algoritmů je postaveno na myšlence
”
rozděl a

panuj“ (anglicky divide and conquer).

dále viz. Rekurze

3



Př́ıklad 2

Uvažme následuj́ıćı algoritmus. Ten poč́ıtá č́ısla Fibonacciho posloupnosti

F (0) = 0, F (1) = 1, F (n) = F (n− 1) + F (n− 2).

pub l i c i n t f i b o n a c c i ( i n t n ) {
i f ( n == 0) { return 0 ; }
i f ( n == 1) { return 1 ; }
return f i b o n a c c i ( n−1) + f i b o n a c c i ( n−2);

}

Nakreslete strom voláńı pro F (4) a F (5). Určete složitost výpočtu v

jednotlivých uzlech. Kolikrát je funkce fibonacci volána?
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Řešeńı 2

Složitost výpočtu v každém uzlu trvá konstantńı čas. Funkce fibonacci

je volána 9 krát v p̌ŕıpadě F (4) a 15 krát v p̌ŕıpadě F (5).
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Př́ıklad 3

Pomoćı rekurzivńı funkce vypǐste pro zadané kladné č́ıslo N posloupnost

č́ısel

1 2 · · ·N − 1 N N N − 1 · · · 2 1.

Pokud se budete nudit, zkuste napsat rekurzivńı funkci, která spočte

kombinačńı č́ıslo
(
n
k

)
za využit́ı identity(
n + 1

k

)
=

(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)
.
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Řešeńı 3

Zadanou posloupnost vypisuje následuj́ıćı program.

p r i n t S e r i e s ( 1 , N ) ;

pub l i c void p r i n t S e r i e s ( i n t i , i n t N) {
p r i n t ( i ) ;

i f ( i < N) { p r i n t S e r i e s ( i + 1 , N ) ; }
p r i n t ( i ) ;

}
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Př́ıklad 4

Uvažme následuj́ıćı algoritmus pro hledáńı prvku q v sěrazeném poli délky

n.

1. Pokud je pole prázdné, vrat’
”
prvek nenalzen“.

2. Porovnej q s prosťredńım prvkem m.

2.1 Je-li q = m, pak vrat’ index prosťredńıho prvku.

2.2 Je-li q < m, hledej v levé polovině pole.

2.3 Je-li q > m, hledej v pravé polovině pole.

Nakreslete strom rekurzivńıho voláńı pro pole [1, 3, 8, 15, 42, 95, 107] a

dotaz q = 42. Určete asymptotickou složitost algoritmu.
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Řešeńı 4

Strom voláńı má jednu větev. S každou daľśı úrovńı se velikost aktuálně

uvažovaného kusu pole stává polovičńı. V k + 1 kroćıch dokážeme vy̌rešit

pole o délce až 2k. Abychom tedy vy̌rešili pole o délce n, poťrebujeme

1 + dlog2 ne krok̊u. Celý strom má tedy hloubku O(log2 n). Celková

složitost algoritmu je O(log n).
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Př́ıklad 5

Uvažme následuj́ıćı algoritmus pro řazeńı pole délky n.

1. Sěrad’ levou polovinu pole.

2. Sěrad’ pravou polovinu pole.

3. Zkombinuj výsledky do sěrazeného pole.

Jaká je celková asymptotická složitost, v́ıte-li, že ťret́ı krok lze provést v

c · n operaćıch (pro nějakou kladnou konstantu c). Nakreslete strom

rekurzivńıch voláńı.
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Řešeńı 5

V prvńı úrovni poťrebujeme jedno voláńı o složitosti c · n. V druhé úrovni

vykonáme 2 voláńı, každé o složitosti c · n2 . Celkově tedy poťrebujeme

2 · c · n2 = c · n práce.

Obecně v úrovni k poťrebujeme 2k−1 voláńı na podproblémech o velikosti

c n
2k−1 . Celkově tedy poťrebujeme c · n v každé úrovni. V každé úrovni

tedy řeš́ıme dvakrát v́ıce podproblémů o polovičńı délce než v naďrazené

úrovni.

Strom voláńı má hloubku 1 + dlog2 ne. Protože v každé úrovni

poťrebujeme vykonat Θ(n) práce, je celková složitost algoritmu

Θ(n · log n).
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Master theorem

Necht’ a ≥ 1 a b > 1 jsou konstanty, necht’ f(n) je funkce a necht’ T (n)

je definováno pro nezáporná celá č́ısla rekurenćı

T (n) = a · T
(n
b

)
+ f(n).

Pokud f(n) ∈ O(nlogb a−ε) pro nějakou konstantu ε > 0, potom

T (n) ∈ Θ(nlogb a).

Pokud f(n) ∈ Θ(nlogb a), potom

T (n) ∈ Θ(nlogb a log n).

Pokud f(n) ∈ Ω(nlogb a+ε) pro nějakou konstantu ε > 0 a pokud

af(n
b ) ≤ cf(n) pro nějakou konstantu c < 1 a všechna dostatečně

velká n, potom

T (n) ∈ Θ(f(n)).
12



Př́ıklad 6

Uvažme následuj́ıćı algoritmus pro řazeńı pole délky n.

1. Sěrad’ levou polovinu pole.

2. Sěrad’ pravou polovinu pole.

3. Zkombinuj výsledky do sěrazeného pole.

Za užit́ı Mistrovské věty určete jeho asymptotickou složitost, v́ıte-li, že

ťret́ı krok lze provést v c · n operaćıch (pro nějakou kladnou konstantu c).
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Řešeńı 6

Algoritmus lze popsat rekurzivńım vztahem

T (n) = 2 · T
(n

2

)
+ c · n.

Protože f(n) = c · n ∈ Θ(nlog2 2) = Θ(n), plat́ı, že celková složitost je

Θ(nlog2 2 log n) = Θ(n log n).
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Př́ıklad 7

Necht’ X a Y jsou matice z Rn×n, kde n je p̌rirozené č́ıslo. Uvažme

násobeńı matic Z = XY. Zde plat́ı

zij =

n∑
k=1

xikykj . (1)

Jak dlouho trvá spoč́ıst součin dvou matic pomoćı této definice.
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Řešeńı 7

Vypočteńı jednoho prvku matice Z pomoćı rovnice (1) trvá n operaćı.

Matice Z má n× n prvk̊u. Proto je celková složitost rovná n3 ∈ Θ(n3).
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Př́ıklad 8

Nyńı uvažme násobeńı matic pomoćı rekurze. Pro jednoduchost

p̌redpokládejme, že n je mocninou dvou. Pak můžeme matice násobit po

bloćıch. Představ́ıme, si že matice X a Y rozděĺıme na 4 stejně velké

podmatice

X =

(
A B

C D

)
Y =

(
E F

G H

)
.

Pak můžeme využ́ıt vztahu

X ·Y =

(
AE + BG AF + BH

CE + DG CF + DH

)

pro výpočet součinu XY. Jaká je složitost takovéhoto rekurzivńıho

algoritmu.
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Řešeńı 8

Algoritmus lze popsat rekurzivńım vztahem

T (n) = 8 · T
(n

2

)
+ c · n2.

Protože f(n) = c · n2 ∈ O(nlog2 8−1) = O(n2), plat́ı, že celková složitost

je

Θ(nlog2 8) = Θ(n3).
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Př́ıklad 9

V p̌redchoźım p̌ŕıpadě jsme poťrebovali 8 rekurzivńıch voláńı funkce

násobeńı matic. Německý matematik Volker Strassen1 si v roce 1969

všiml, že pokud vhodně násob́ı součty r̊uzných podmatic, pak je schopný

ušeťrit jedno rekurzivńı voláńı. Označ́ıme-li

P1 = A(F−H) P2 = (A + B)H P3 = (C + D)E

P4 = D(G−E) P5 = (A + D)(E + H) P6 = (B−D)(G + H)

P7 = (A−C)(E + F),

pak plat́ı

X ·Y =
(

AE + BG AF + BH

CE + DG CF + DH

)
=
(

P5 + P4 − P2 + P6 P1 + P2
P3 + P4 P1 + P5 − P3 − P7

)
.

Jaká je asymptotická složitost násobeńı matic pomoćı Strassenova

algoritmu?

1
Strassen, Volker, Gaussian Elimination is not Optimal, Numer. Math. 13, p. 354-356, 1969
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Řešeńı 9

Algoritmus lze popsat rekurzivńım vztahem

T (n) = 7 · T
(n

2

)
+ c · n2.

Protože f(n) = c · n2 ∈ O(nlog2 7−0,807) = O(n2), plat́ı, že celková

složitost je

Θ(nlog2 7) = Θ(n2,807).
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Př́ıklad 10

Uvažme následuj́ıćı algoritmus pro řazeńı pole délky n.

1. Sěrad’ levou polovinu pole.

2. Sěrad’ pravou polovinu pole.

3. Zkombinuj výsledky do sěrazeného pole.

Lojza Patlal nedával pozor na p̌rednášce z algoritmizace a ťret́ı krok

naimplementoval se složitost́ı c · n2 operaćı (pro nějakou kladnou

konstantu c). Za užit́ı Mistrovské věty určete asymptotickou složitost

algoritmu, který vytvǒril.
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Řešeńı 10

Algoritmus lze popsat rekurzivńım vztahem

T (n) = 2 · T
(n

2

)
+ c · n2.

Plat́ı f(n) = c · n2 ∈ Ω(nlog2 2+1) = Ω(n2) a

2
(n

2

)2
=

n2

2
≤ 1

2
n2.

D́ıky tomu je celková složitost

Θ(n2).
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