Algoritmizace

slozitost rekurzivnich algoritmu

Jiri Vyskocil, Marko Genyg-Berezovskyj
2010



= _mmmmVyjadreni-slozitosti rekurzivniho algoritmu

rekurentnim tvarem

Priklad vyjadreni slozitosti rekurzivniho algoritmu rekurenci:

(1) ifn=1,

I'{n) = T(n/20+ T(|n/2)+O{n) ifn=1.

Kde 7'(n) je celkova slozitost algoritmu.

Na pravé strané jsou jednotlivé pripady slozitosti pro rfizna n.

Okrajové pripady (pro n < konstanta) mtizeme opomenout, protoze
maji konstantni asymptotickou slozitost. Zaokrouhleni rovnéz
vétsinou neovlivni celkovy vysledek (Pozor existuji i vyjimky!).

Z toho dostavame rekurentni vztah:

IT{n)y=2I(n/2)4+ O(n),
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S Prevod rekurence na pfimé vyjadreni

Primym vyjadrenim slozitosti myslime vyjadreni slozitosti
bez rekurence.
Napf: T(n) = O(log(n))

Jaké jsou moznosti reseni?
Substituéni metoda
,Jhadneme" feSeni a potom dokazeme, ze je spravné indukci.
Metoda rekurzivniho stromu
Spocitame slozitost celého rekurzivniho stromu.
Pouziti ,,kucharky“ (Master theorem — mistrovska véta)

Pro nékteré specialni tvary rekurentnich vztaht zname pfedem
vypocitané reSeni dle mistrovské véty.
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A S ubstituéni metoda

ResSime ve dvou krocich
Odhadneme presny tvar reseni.

Odhad Ize stanovit napriklad pomoci zjistovanim
slozitosti pro rdzna vstupni n.

Matematicky dokazeme, ze je nas odhad
spravny.
Obvykle se dokazuje pomoci matematicke
indukce.

Metoda byva zpravidla velmi Ucinna.

Jeji nevyhodou je urcovani presného tvaru reseni v kroku 1
pro které neexistuje obecny postup.
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RS ubstituéni metoda - piiklad

Priklad:

T(n)=2T (n/2) +n

Predpokladejme, ze jsme odhadli primé vyjadreni vztahem:
T (n) = O(nlog(n))

Z definice horniho odhadu O, chceme tedy dokazat, ze

T (n) < cnlog (n)

pro n€jaké vhodné ¢ > 0.

Nyni stanovime vhodny indukcni predpoklad (tj. necht
odhad plati pro n/2):

T(n/2)<c(n/2)log(n/2)
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RS ubstituéni metoda - piiklad

Nyni dosadime indukcni predpoklad do rekurentniho vztahu a
pokusime se dokazat jeho platnost vyjadrenim primeho
(nerekurentniho) plvodné odhadnutého vztahu pro n.

T(n) < 2(c (n/2) log(n/2)) +n
cnlog(n/2) +n

IA

= cnlog (n)-cnlog (2) +n

= cnlog (n)-cn+n

IA

cn log (n)
kde posledni krok plati pro ¢ = 1.

Pocatecni krok indukce plati trivialné. Diky asymptotické notaci staci
ukazat, ze odhad plati pro n€jaké n, a ¢ > 0.V nasem prikladée tedy
plati pro n,=3 a ¢ > 2).

Tim je dlkaz hotov.
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Meteda rekurzivniho stromu - piklad

Priklad:
T (n) =3T (n/4) + cn?
Iterativné rozkladame do rekurzivnich stromQ:

T (n) cn® cn?

SN T

T TE TE) ¢ (&) ¢ (4)? ¢ (2)?

/N /IN /N

T(a) T TS TE) Tis TEEY Ty Tis: TS

Pro kazdy strom plati, ze soucet vSech uzl( da slozitost
T (n) podle plvodniho rekurentniho vztahu.

Rekurzivni stromy jsou pouze graficka vizualizace rozvoje
rekurentniho vztahu.
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" Eeteda rekurzivniho stromu - piiklad

Vysledny strom ma nasledujici tvar:

e ¢ (%)’ ) —1 3 cn?
log, n / \ \ ﬂ
el e et  af) el et e e el =-am (G e
Y T(II) T[II} T{I” Tl‘ll} T{Il] T(I]J T(I]) T(I]j T(Il) T(I[} s Tfi[) Tl‘ll} T(II) i @ (1'% 3)
Vyjadrime soucty jednotlivych pater stromu. 0 (nz)

VSechna patra seCteme a dostaneme vyslednou slozitost:
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" Eeteda rekurzivniho stromu - piiklad

Soucet pater Ize spocitat nasledovné:
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T Pouziti ,kucharky®

Pouziti ,,kucharky"™ nebo tzv. mistrovské vety (master theorem) resi
rekurentni slozitost, ktera ma nasledujici tvar:

T(n)=aT(n/b)+f(n)

Kde a =1 a b > 1 jsou konstanty

a f(n) je asymptoticky kladna funkce.

Zaokrouhleni u Clenu T (n/b)na T (In/b])nebo T ([n/b]) neovlivni
v tomto pripadé vyslednou slozitost.
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" —ouziti , kucharky®

Master theorem (mistrovska nebo také kucharkova véta)

Necht jsou a > 1 a b > 1 konstanty, necht je f(n) funkce a necht T (n)
je definovano pro nezaporna cela Cisla rekurenci

T'(n)=aT(n/b)+f(n)
kde n/b ma vyznam bud |[n/b| nebo |n/b|. Potom Ize asymptoticky
vyjadrit nasledovne:
Pokud f(n) € O(n'°#(@-¢) pro néjakou konstantu ¢ > 0, potom
T (n) € O(n'°e:(®),

Pokud f(n) € ©(n'°&(@), potom
T (n) € O(n'°&:(d]og(n)).

Pokud f(n) € Q(n'°&(@+¢) pro néjakou konstantu ¢ > 0 a pokud

a f(n/b) < c f(n) pro néjakou konstantu c < 1 a vSechna dostatecne
velké n, potom

T (n) € B(f(n)).
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" SPouZitT , kucharky“ - pfiklad 1

Priklad 1:

T(n)=9T(n/3) +n

Z toho dostavame, ze a =9, b =3, f(n) =n € O(n'°&:()-1) ,
Jedna se tedy o pripad Cislo 1.

Dostavame tedy slozitost:
T (n) € O(n'o8:() = o(n?)
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POzt kucharky“ - pfiklad 2

Priklad 2:

T(n)=T2n/3)+1

Z toho dostavame, ze a=1, b=3/2,
f(n) = 1 = nlogs=(1) € @(n10g3/2(1)) .

Jedna se tedy o pripad Cislo 2.

Dostavame tedy slozitost:
T (n) € O(n's»Wlog(n)) = O(log(n))
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" ESPouZitT , kucharky“ - pfiklad 3

Priklad 3:
T (n) =3T(n/4) + nlog(n)
Z toho dostavame, ze a =3, b = 4,

f(n) =nlog(n) a vime, ze n'°8:(3) = 0(n07%) ,
Plati tedy, ze f(n) € Q(nloe+02),
Pokud by se mélo jednat o pripad 3 musi jeste platit pro

c <1 a vSechna dostatecné velka n, ze a f(n/b) < ¢ f(n)

tedy af(n/b)=3(n/4)log(n/4) < (3/4)nlog(n) =cf(n)
pro c¢ = 3.

Dostavame tedy slozitost:
T (n) e ©(nlog(n))
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