Nize uvedené ulohy predstavuji prehled otazek, které se vyskytly vtomto nebo v minulych
semestrech ve cvi€eni nebo v minulych semestrech u zkousky. Mezi otazkami semestrovymi a
zkouskovymi neni zadny rozdil, predpokladame, Ze pripraveny posluchaé dokaze zdarné
zodpovédét vétsinu z nich.

Tento dokument je k dispozici ve varianté prevazné s reSenim a bez rfeSeni.
Je to pracovni dokument a nebyl soustavné redigovan, tym ALG nerudéi za preklepy a jazykové

prohiesky, vétsina odpovédi a FeSeni je ale pravdépodobné spravné :-).

COMPLEXITY

1.
Pranik mnozin Q(2n) a O(n-log(n))

a) obsahuje funkci n/2

b) obsahuje funkci n + log(n)

c) obsahuje funkci n?

d) obsahuje v8echny funkce uvedené v a), b), c)
e) je prazdny

2,
Prdnik mnozin Q(n) a O(n-log(n))

1. obsahuje funkci log(n)
2. obsahuje funkci n/2
3. obsahuje funkci n?

4. je prazdny

5. neni definovan

3.
Priinik mnozin Q(n-log(n)) a O(n%/2)

a) obsahuje funkci n+n?
b) obsahuje funkci log(n)
c) obsahuje funkci n/2
d) je prazdny

e) neni definovan

4,
Pranik mnozin O(n?) a Q(n-log(n))

a) obsahuje funkci log(n)
b) obsahuje funkci 2'n
c) obsahuje funkci 2:n?
d) je prazdny

e) neni definovan



Datova struktura D obsahuje pouze jednosmérné zfetézeny spojovy seznam s n prvky a ukazatel
na prvni prvek seznamu. Odstranéni posledniho prvku seznamu je operaci se slozitosti

a) O(1)

b) ©(1)

c) 0(logz(n))
d) Q(n)

e) Q(n-logy(n))

6.

Datova struktura D obsahuje pouze obousmérné zfetézeny spojovy seznam s n prvky a ukazatel
na prvni prvek seznamu. Asymptoticka slozitost operace vloZeni nového prvku do tohoto
seznamu je v nejlepSim pripadé

a) O(0)

b) ©(1)

c) ©(logz(n))
d) Q(n)

e) Q(n-logy(n))

7.
The set O(n-log(n)) is a subset of

a) O(n-log(n))
b) Q(n-log(n))
c) Of(log(n))
d) O(n’)

e) O(n)

8.
For function f(x) it holds: f(x) € O(x* - logz(x)) and f(x) € Q(x?). These conditions are valid just for
one function in the following list:

a) f(x)= x*

b) f(x)= x - loga(x)
c) f(x)= x?

d) f(x)= 2"

9

For function f(x) it holds: f(x) € Q(x?) and f(x) € O(x®). These conditions are valid just for one
function in the following list:

a) f(x)= x* - loga(x)
b) f(x)= x - loga(x)
c) f(x)= 2"

d) f(x)= x+1



10.
Pravé jeden z nasledujicich vyroku je nepravdivy. Oznacte jej.

a) x* e Q(x + logz(x))
b) x* € Q(x - loga(x))

c) x* e O(x + logx(x))
d) x* e O(x* - loga(x))
e) x* e O(x* + logx(x))

Kdyz k funkci f pfi¢teme funkci g, ktera roste asymptoticky pomaleji, nez funkce f, vysledny soucet
poroste asymptoticky stejné rychle jako puvodni funkce f. Proto mizeme pravou stranu zadani
v pfipadech a), ¢), d), e) zjednodusit:

a) x*e Q(x)

b) x? € Q(x - logx(x))

c) xX* e O(X)

d) x* e O(x?)

e) x* e O(x%)
Funkce x roste rychleji nez funkce 1 i nez funkce log,(x), takZe funkce x* = x - x roste rychleji nez
funkce x = x - 1 i nez funkce x - logx(x), takze varianta a) i b) je pravdiva. Varianty d) a e) jsou
pravdivé zcela zfejmé, takZe jako jedina nepravdiva zbava jen varianta c) jejiz nepravdivost
ostatné vyplyva jiz z prvni véty tohoto odstavce.

11.
Algoritmus A projde celym polem délky N a prvek s indexem k zpracuje za c+log,(N) milisekund.
Konstanta c je stéle stejna. Asymptoticka slozitost zpracovani celého pole je

a) Q(N?)

b) Q(c-N?)

c) O(N-logz(N))
d) O(c-logz(N))
e) O(ctlogz(N))

Doba zpracovani prvku s indexem k nezalezi na hodnoté k. Prvku je celkem N, takze celkova
doba zpracovani je tak N-(c+logz(N)) = ¢c:N + N-logz(N). Diky tomu, Ze c je konstanta, funkce c-N
roste asymptoticky pomaleji nez funkce N-:logx(N), a tudiz nema zadny vliv na aymtotickou
rychlost rustu funkce c-N + N-logx(N). Zbyva tak ¢len N-log,(N), ktery uréuje asymptotickou
slozitost naznaCenou ve varianté c). Funkce ve variantach a) a b) rostou asymptoticky rychleiji,
naopak funkce ve variantach d) a e) rostou asymptoticky pomaleji.

12.
Algoritmus A projde celym polem délky N a prvek s indexem k zpracuje za c-k milisekund.
Konstanta c je stale stejna. Asymptoticka slozitost zpracovani celého pole je

a) O(N-logx(N))
b) O(N?)
c) O(k'N)
d) O(cN)
e) 0O(ck)

Uloha testuje schopnost seéist jednoduchou aritmetickou posloupnost. Celkova sloZitost vypoé&tu
jec1+c2 +c3+ .. +cN=c(1+2+3+ ... + N) = c - N(N+1)/2 = ¢/2 - (N? + N). Posledni vyraz je



zfejmé prvkem mnoziny ©(N?), coZ odpovida varianté b). Varianty c), d), e) vyjadfuiji nizsi
asymptotickou slozitost, c) a d) slozitost linearni, e) slozitost konstatntni, ma-li viibec vyraz v e)
néjaky smysl, kdyz k nema zadnou ur€enou hodnotu. Rovnéz varianta a) vyjadfuje mensi
asymptotickou slozitost.

13.
Algoritmus A provede jeden prachod polem s n prvky. Pfi zpracovani prvku na pozici k provede
k+n operaci. Operacni (=asymptoticka) slozitost algoritmu A je tedy

a) O(k+n)

b) ®(( n)n)
c) O(k’+n)

d) O(n%

e) O(n°)

Celkem je provedeny pocet operaci pfi zpracovani vsech prvk{ roven
(1+n) + (2+n) + (3+n) + ... + (n+n)=n- ((1+n) + (n+n))2 =n - (1+3n)/2 = 3n%/2 +n/2 € O(n?)

Povazime-li navic jesté rezii na pfesun od jednoho prvku pole k nasledujicimu, ktera ma nanejvys
konstantni sloZitost, pfiposteme k vysledku jesté &len ®(konst-n), ktery ovéem na sloZitosti ©(n?)
nic neméni. Plati varianta d).

14.

Algoritmus A probira postupné vSechny prvky v dvourozmérném poli o velikosti n xn a s kazdym
prvkem provadi dalsi (hdm neznamou) akci, jejiz sloZitost je ©®(loga(n)). Celkova asymptoticka
slozitost algoritmu A je tedy

a) O(n - loga(n))

b) ©(n’)

c) O(n’)

d) ©(n*+log,(n))

e) ©(n*-logx(n))
Reseni

Je nutno provést n x n akci o slozitosti umérné loga(n), tedy slozitost vSech akci dohromady je
umérna n?- log,(n). PFesun od jednoho prvku k druhému v poli ma sloZitost konstantni, takze
samotny priichod celym polem ma sloZitost imé&rnou konstanta - n?. Celkem tak mame sloZitost
O(n?- logy(n) + konstanta - n?) = ©(n? - log,(n)). To je pravé varianta e).

15.
Pro rostouci spoijité fukce f(x), g(x) plati f(x) € Q(g(x)). Z toho plyne, ze

a) f(x) € O(g(x))
b) f(x) € ©(g(x))
c) g(x) € O(f(x))
d) g(x) € Q(f(x))
e) g(x) € O(f(x))



f(x) € Q(g(x)) znamena, Ze f(x) roste rychleji nebo stejné rychle jako g(x). Tudiz g(x) roste
pomaleji nebo stejné rychle jako f(x). To vyjadfujeme zapisem g(x) € O(f(x)). Plati moznost e).

16.
Pro rostouci spoijité fukce f(x), g(x) plati f(x) € O(g(x)). Z toho plyne, ze

a) f(x) € ©(g(x))
b) f(x) € Q(g(x))
c) g(x) € O(f(x))
d) g(x) € Q(f(x))
e) g(x) € O(f(x))

Reseni
f(x) € O(g(x)) znamena, ze f(x) roste pomaleji nebo stejné rychle jako g(x). Tudiz g(x) roste
rychleji nebo stejné rychle jako f(x). To vyjadfujeme zapisem g(x) € Q(f(x)). Plati moznost d).

17.
Pokud funkce f roste asymptoticky stejné rychle jako funkce g (ij. f(x) € ©(g(x)) ), plati pravé jedno
nasledujici tvrzeni. Které?

a) jsou-li v bodé x definovany obé funkce, pak f(x) = g(x)

b) ani pomér f(x)/g(x) ani pomér g(x)/f(x) nekonverguje k nule s rostoucim x

c) rozdil f(x) - g(x) je kladny pro kazdé x >y, kde y je néjaké dostatecné velké Cislo
d) obé funkce fi g jsou definovany jen pro nezaporné argumenty

e) nic z pfedchoziho

ReSeni

Stejné rychly asymptoticky rast neznamena, Ze se musi funkce nutné rovnat, varianta a) odpada.
Stejné tak neznamena, Ze by jedna funkce musela nutné byt vétSi nez druha, odpada i varianta
¢). Chovani funkci v okoli nuly neni pro asymptotické chovani vyznamné, varianta d) zbyte¢né
zada pfilis mnoho. Stejné rychly asymptoticky rust znamena, Ze v okoli nekone¢na pomér
f(x)/g(x) ani pomér g(x)/f(x) neprekroc¢i néjakou pevnou konstantu. To ovSem znamena, ze zadny
z téchto pomérl nekonverguje k 0, plati varianta b).

18.
Pravé jeden z nasledujicich vyroku je nepravdivy. Oznacte jej.

a) x-loga(x) € O(x*—x)

b) x - loga(x) € O(X* — loga(x))

c) x-loga(x) € Q(x* — loga(x))

d) X -logz(x) € Q(x +logz(X))

e) X - logx(x) € O(x - logx(x?))
Reseni

Kdyz k funkci f pfi¢teme funkci g, ktera roste asymptoticky pomaleji, nez funkce f, vysledny soucet
poroste asymptoticky stejné rychle jako puvodni funkce f. Proto mizeme pravou stranu zadani
v pfipadé a) — d) zjednodusit:

a) x-loga(x) € O(x?)

b) x - logx(x) € O(X?)



c) x-loga(x) € Q(x?)

d) x-logz(x) € Q(x)

e) X -logx(x) € O( X - loga(x*)) = O( x * 2 * logy(x)) = O( X - loga(x?))
Funkce log,(x) roste pomaleji nez funkce x, takze funkce x - log,(x) roste pomaleji nez funkce x - x
= x?, takZe varianta a) i b) je pravdiva. Funkce log,(x) ma v plus nekoneénu limitu plus nekoneéno,
takze funkce X - logx(X) roste asymptoticky rychleji nez funkce x, takze varianta d) je pravdiva.
Varianta e) po naznacené uUpravé je také zfejmé pravdiva. Zbyva jedina nepravdiva varianta c),
jejiz nepravdivost ostatné vyplyva jiz z prvni véty tohoto odstavce.

19.

V nasledujicich vztazich doplnte na prazdna mista (........ ) symboly O nebo ® nebo Q tak, aby
vznikla pravdiva tvrzeni. Je-li mozZnosti vice, uvedte je vSechny, nehodi-li se ani jeden symbol,
prazdné misto proskrtnéte.

a)x* 2 e ....... ((IN(x®))* + 29
b) IN(X®))* + 2% € ........ 2+ 1In(x?) )
c) 2 (In(X)) " & ........ 2° - (In(x3))™

ReSeni

a) funkce nalevo ziejmé roste rychleji nez funkce napravo, nebot obé funkce obsahuji vyraz 2%
ktery je vSak nalevo vynasoben vyrazem x, jenz roste asymptoticky rychleji nez (pouze!) aditivni
vyraz (In(x%))? napravo. Jedina spravna moznost je proto

x? -2 e Q((In(x?))? + 2Y).

b) funkce nalevo obsahuije ¢len 2%, funkce napravo je souc¢tem dvou ¢lend, které oba ziejmé
rostou asymptoticky pomaleji nez 2*. Funkce nalevo tedy roste asymptoticky rychleji, takze jedina
spravna moznost je

(IN(X®))? + 2* € Q¢ + In(x?)).

c¢) funkci napravo Ize napsat jako

25 (In(3) ' =24 2 Inx)) ' =27 2¢- (In(x))”"

Tato funkce se od funkce nalevo liSi jen o multiplikativni konstantu, takze obé funkce rostou
asymptoticky stejné rychle. Plati tudiz vSechny tfi mozZnosti:

2+ (In(x)) "' € O(2* - (In(x*)™")

2 (In(x)) " € © (2 (IN(X))™")

2 (In(x)) " € @ (2°- (In(x*) "),

takze situace (se Skrtnutym symbolem nalezeni) v zadani nem(ize nastat, tudiz je nutno prazdné
misto proskrtnout.

20.

V nasledujicich vztazich doplfite na prazdna mista (........ ) symboly O nebo ® nebo Q tak, aby
vznikla pravdiva tvrzeni. Je-li moZnosti vice, uvedte je vSechny, nehodi-li se ani jeden symbol,
prazdné misto proskrtnéte.

a)x*- In(x®) e ........ (x+ In(x))
b) x*+In(x®) € ........ (< + 2%

c) x>+ In(x®) & ........ (In(x?) + 2%)
Reseni:

a) funkce na pravé strané je sou¢tem dvou funkci, z nichZ druha -- In(x) -- roste asymptoticky
pomaleji nez prvni -- x°. Celkem tedy funkce na pravé strané roste asymptoticky stejné rychle



jako x%. Funkce na levé strané v&ak diky multiplikativnimu &lenu In(x?) roste asymptoticky rychleji
)

nez x°.

Tudiz plati pravé

X2+ In(x?) e Q2+ In(x)).

b) funkce na pravé strané obsahuje exponencialni ¢len, funkce na levé strané jen ¢len
polynomialni a logaritmicky, jez vesmés rostou asymptoticky pomaleji nez exponenciala, takze
funkce na praveé strané roste asymptoticky rychleji, plati tedy pravé:

X2+ In(x?) e O(x* + 2%).

c) podle podobné uvahy jako v b) roste funkce na pravé strané asymptoticky rychleji nez funkce
na levé strané. Tudiz funkce na levé strané neroste ani asymptoticky stejné rychle ani neroste
asymptoticky rychleji. Formalné vyjadfeno:

X2+ In(x?) & O(In(x?) + 29,

x> In(x%) & Q(In(x?) + 29).

21.

Uvedte pfiklad tfi rostoucich funkci realné proménné f(x), g(x) a h(x), pro které soucasné plati
v8echny tfi nasledujici vztahy:

f(x) ¢ O(g(x)), g(x) ¢ O(h(x)), h(x) ¢ Q(f(x))

Pokud takova trojice funkci nemuze existovat, napiste kratké zd{ivodnéni, pro¢.

Reseni

Prvni vztah Fika, ze f(x) musi rast asymptoticky rychleji nez g(x), tfeti vztah fika, ze f(x) musi rist
asymptoticky rychleji nez h(x). Druhy vztah fika, ze asymptoticka rychlost rastu g(x) a h(x) neni
stejna. MGzeme tedy volit napf.:

f(x) = x?
g(x) =x
h(x) = In(x).
22.

Uvedte priklad tfi rostoucich funkci realné proménné f(x), g(x) a h(x), pro které sou¢asné
plati vSechny tfi nasledujici vztahy:

f(x) ¢ O(g(x)), g(x) ¢ Q(h(x)), h(x) ¢ O(f(x))

Pokud takova trojice funkci nemuze existovat, napiste kratké zduvodnéni, proc.

ReSeni

Prvni vztah fika, Ze f(x) roste asymptoticky rychleji nez g(x), druhy vztah fika, Ze g(x)
roste asymptoticky pomaleji nez h(x), celkem tedy g(x) roste asymptoticky pomaleji nez
f(x) i h(x). Posledni vztah pak fika, ze f(x) a h(x) nerostou asymptoticky stejné rychle.
Muazeme tedy volit napft.:

f(x) =x°

g(x) =In(x)

h(x) = x.



