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Datové struktury a algoritmy

Razeni délenim - diskuse

QUICK-SORT
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QUICK-SORT je typicky predstavitel reSeni metodou Rozdél-a-Panuj. Existuji
varianty dvou typu:

* jednoduché a stabilni, které ale maji vétsi skryté konstanty a vyzaduji O(n)
pomocné pameéti,

* komplikovangjsi, nestabilni, ale fakticky rychlejsi a nevyzadujici extra
pamét, tzv. “in place” algoritmy.

Algoritmy prvniho typu:

* Vyberou pivota.

* Projdou pole, oznaci a oindexuiji Cisla mensi, rovna a vetsi nez pivot.

e Zahusti Cisla mensi nez pivot doleva, za né nahusti Cisla rovna pivotu a za
né Cisla vétsi nez pivot.

* Nad prvni a treti ¢asti spusti rekurzivné totéz.

Algoritmus uvedeny v predchozi prednasce byl druhého typu. V obou
pfipadech zalezi hodné na vybéru pivota.
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Predpoklad rovhomérného rozlozeni: kazda z n! moznych vstupnich
posloupnosti se objevuje s pravdépodobnosti 1/n! .

Je velmi nepravdépodobné, ze délici pomeér na vsech urovnich bude stejny.
Pravdépodobné néktera deleni budou vyvazena a néktera nevyvazena.
Model prumérného pripadu:

— napt. stfidani nejlepsiho (1/1) a nejhorsiho déliciho priiméru (1/n - 1),

— vyjde jenom o néco hlre nez nejlepsi.
Otocime pohled: misto modelovani a spekulovani o délicich pomérech
vnutime vstupnim datum charakter nahodné posloupnosti.

Typicky: vstupni posloupnost podrobime randomizaci (rozhazeni), ¢imz
slozZitost razeni délenim neni zavisla na usporadanosti vstupu.

Potfebujeme nahodny generator.
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Datové struktury a algoritmy

Priklad randomizovaného QUICK-SORT

* Méjme funkci Random(a, b), ktera vrati celé Cisloc,a<c<b,s
pravdépodobnosti 1/(b-a+1).

* Pak randomizovany QUICK-SORT pouziva:

function SelectRandomPivot(A, low, high) {
| « Random(low, high);
A[i] <> Allow];
return Aflow]

}
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Datové struktury a algoritmy

Diskuse k razeni délenim (pokr.)

 Casova sloZitost v nejhor$im pfipadé ©O(n?).
« Casova sloZitost v primérném (a o¢ekdvaném) pfipadé ®(n log n).
* Nizka multiplikativni konstanta.
* Potrebuje pripadné jen konstantni prostor navic.
e Spravnost = ¢astecna spravnost + terminace
— Céaste€na spravnost (invariant)?

— Terminace?
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Datové struktury a algoritmy

Razeni pomoci haldy

HEAP-SORT
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Datové struktury a algoritmy

Halda
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Terminologie

...... predecessor, parent of tj (j

...... predchudce, rodic

...... successor, child of a |

...... naslednik, potomek

...... vrchol (haldy)

)
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Datové struktury a algoritmy

Rekurzivni vlastnost , byti haldou”
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Datové struktury a algoritmy

Vytvor jednu haldu ze dvou mensich

N
eeeeeeeeeeenene neni (jeste) halda - "\
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—> prohod: Z € min(A,B)
J

Karel Richta a kol. (CVUT FEL)

Pokrocilé razeni

B6B36DSA, 2021, Lekce 7, 18/77



Datové struktury a algoritmy

Vytvor jednu haldu ze dvou mensich
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Vytvor haldu zde...
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Datové struktury a algoritmy

HEAP-SORT

// array: a[l]...a[n] !'I!

void heapSort(Item a[], int n) {
int 1, j,

// create a heap
for (i = n/2; i > 0; i--)
repairTop (array, i, n);

// sort
for (i =n; i >1; i--) {
swap(a, 1, 1i);
repairTop (array, 1, i-1);

}
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// array: a[l]...a[n] !111011
void repairTop(Item a[], int top, int bott) {
int i = top; // a[2*i] and a[2*i+1]

int j = i*2; // are successors of a[i]

Item topVal = a[top];

// try to find a successor < topVal
if ((J < bott) && (a[j] > a[j+1l])) J++;

// while (successors < topVal)

// move Successors up
while ((j <= bott) && (topVal > a[jl)) {
al[i] = a[3]j];
i=143; Jj=j*2; // skip to next successor

if ((J < bott) && (a[j] > a[j+1l])) J++;

}
a[i] = topVval; // put the topVal
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(. )
repairTop operace nejhorsi pfipad ... log,(n) (n=velikost haldy)

vytvor haldu ... n/2 repairTop operaci

log,(n/2) + log,(n/2+1) + ... + log,(n) < (n/2)(log,(n)) = O(n-log,(n))

serad haldy ... n-1 repairTop operaci, nejhorsi pripad:
log,(n) +log,(n-1)+...+1 < n-log,(n) = O(n-log,(n))

ale i nejlepsi piipad = ©(n-log,(n))

celkem ... vytvof haldu + sefad haldu = ©(n-log,(n))

Asymptoticka slozitost HEAP-SORT je  ©(n-log,(n))

HEAP-SORT neni stabilni
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Datové struktury a algoritmy

Razeni sluéovanim

MERGE-SORT
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-

[kopiruj zbytek

)

—

A B DE J

K M O R

| A D E J
I N I |||||
\_ J
Ve N
| — m— —— E— — — E— —E— — — ||Il|
11111011V )] \rereramnes
||II|I|||II|

N
\_ J

B6B36DSA, 2021, Lekce 7, 34/77



Datové struktury a algoritmy

Rozdél a Panuj! Divide & Conquer! Divide et Impera!
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void mergeSort (int a[], int aux|[],
int low, int high) {

int half = (low+high)/2;

int i;

if (low >= high) return; // too small!
// sort

mergeSort(a, aux, low, half); // left half

mergeSort (a, aux, half+l, high); // right half

merge (a, aux, low, high); // merge halves

// put result back to a
for (i = low; i <= high; i++) a[i] = aux[i];

// optimization idea:

/* swapArray(a, aux) */ // better to swap
// references to a & aux!
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void merge (int in[], int out[], int low, int high) {
int half = (low+high)/2;

int i1 = low;
int i2 = half+l;
int j = low;

// compare and merge
while ((il <= half) && (i2 <= high)) {
if (in[il] <= in[i2]) { out[j] = in[il]; il++; }
else { out[j] = in[i2]; i2++; }
j++;
}
// copy the rest
while (il <= half) { out[j] = in[il]; il++; J++; }
while (i2 <= high) { out[j] = in[i2]; i2++; J++; }
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Rozdél! ........ log,(n) krat —
—> Slué! ........ log,(n)  krat
Rozdel! ....... ®(1) operaci
Slué! ........ ®(n) operaci
Celkem ... ®(n)- ®(log,(n)) =6(n-log,(n)) operaci

Asymptoticka slozitost MERGE-SORT je ®(n-log,(n))
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Rozdel! ....... Nepohybuje prvky

Slug! ......  “if (in[i1] <= in[i2]) { out[j] = in[i1]; ...”

Zarad’ nejprve levy prvek
kdyz slucujes stejné hodnoty

MERGE-SORT je stabilni

B6B36DSA, 2021, Lekce 7, 41/77



Definice:

e Algoritmus je optimalni, pokud ma v nejhorsim pripadé slozitost rovnou
asymptoticky spodni mezi slozitosti reseni daného problému.

Véta:

* Spodni mez slozitosti asociativniho reseni problému razeni n Cisel je
(2(n log n). Asociativni fazeni vyuziva porovnani a pripadného presunu (tzv.
CE operace — Compare and Exchange).

Dukaz:

* Uvazujme pouze vstupy s n ruznymi Cisly A =<al, .., an>. Libovolny CE
algoritmus S lze abstraktné popsat pomoci rozhodovaciho stromu RS(S, n):
— Kazdy vnitfni uzel stromu odpovida CE(a;, a;) pro néjaka 1 <i#j<n.
— Levy podstrom diktuje nasledné CE operace, pokud a; < a; nebo je to list stromu.
— Pravy podstrom diktuje nasledné CE operace, pokud a; > a; nebo to je list stromu.

B6B36DSA, 2021, Lekce 7, 42/77



Datové struktury a algoritmy

Priklad rozhodovaciho stromu pro n=3

CE(al,a2)

CE(a2,a3) CE(al,a3)

I\

1,23 CE(al,a3) CE(a2,a3)

1.3.2 2.3.1 3.1.2 32.1
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Duikaz (pokr.):

* Kazdy list odpovida pravé jedné permutaci t(A), kde: a ) a,;) * Ay

* Kazdému provedeni algoritmu S odpovida pravé jeden prichod stromem
z korene do néjakého listu.

* Pro libovolny algoritmus S je odpovidajici strom plny binarni strom s n!
listy - jeho hloubka je nejméné log(n!) = ®(n log n).

Dusledek:

e Algoritmy Merge-Sort v kazdém pripadé, Heap-Sort v nejhorsim a Quick-
Sort v prumérném pripadé jsou optimalni.

Poznamka:

log(n!) = log(n*(n-1)*...*1) = log(n)+log(n-1)+...+log(1) < n log n = log(n!) = O(n log n)

log(n!) > log(n/2)+...+log(n) = n/2 * log n/2 = log(n!) = Q(n log n)

log(n!) = O(n log n) A log(n!) = Q(n log n) = log(n!) = ®(n log n)
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* Vzhledem k vySe popsané neprekrocitelné mezi 3(n log n) lze
seradit n Cisel v Case mensim, pouze pokud:

— Je na vstupni hodnoty uvalena dodatecna omezujici podminka a diky
tomu muzeme vyuzit néjaké sofistikované vylepseni.

— Razeni neni zaloZeno na porovnani (operaci CE - sloZitost algoritmu se
pocitd pomoci zakladnich operaci).

 Uvedeme si 3 takoveé algoritmy:
— RADIX-SORT
— COUNTING-SORT
— BUCKET-SORT
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Datové struktury a algoritmy

Cislicové fazeni

RADIX-SORT
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Datové struktury a algoritmy

Priklad behu RADIX-SORT

Vstup | 7+ = 1= 1 = 1 =4
2101 | 0120 | 2101 | 1001 | 0021
1022 | 2101 | 1001 | 0021 | 0120
2211 | 2211 | 1202 | 1022 | 1001
0120 | 0021 | 2211 | 2101 | 1022
0021 | 1111 | 1111 | 1111 | 1111
1202 | 2121 | 0120 | 0120 | 1202
1111 | 1001 | 0021 | 2121 | 2101
2121 | 1022 | 2121 | 1202 | 2121
1001 | 1202 | 1022 | 2211 | 2211
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Datové struktury a algoritmy

Pseudokod RADIX-SORT

Predpoklady:
© Kazdé vstupni Cislo a; se da vyjadrit pomoci k Cislic v d-arni poziéni
soustave.

@ Pozice se disluji LSD=1 az MSD= k.

procedure RADIXSORT(A, k)
{// A vstupni pole, pfipadné i vystupni (zalezi na implem. (2))
(1) fori— 1tok
(2) do serad &isla v A podle &islic na pozici ¢
pomoci libovolného stabilniho fazeni STABLESORT

}

Mozna aplikace: razeni postupné podle nékolika kli¢t, napr. den, mésic,
rok.

Karel Richta a kol. (CVUT FEL) Pokrocilé razeni B6B36DSA, 2021, Lekce 7, 52/77



Véta:

e Algoritmus RADIX-SORT radi vstupni Cisla spravné a je stabilni.

Dukaz:

* Indukci podle Cisla pozice.

* Dokazeme indukéni hypotézu: Po provedeni i iteraci for cyklu plati, ze
vstupni pole hodnot ofezanych na nizSich i-pozicich je spravné serazené.

e Zaklad indukce: Plati evidentné pro prvni iteraci, kdy se nahoru presunou
cisla koncici Cislici 0, pak nasleduiji Cisla koncici Cislici 1, atd.

* Indukcni krok: Predpokladejme, Zze uvedené tvrzeni plati proj, 1 <j < k.

— Razeniv (i =j + 1)-té iteraci posouva smérem nahoru nejprve &isla majici na pozici i &islici

0. Protoze tato Cisla ofiznuta na poslednich i — 1 pozic byla v predchozich iteracich
serazena spravneé, bude tato skupina Cisel ofiznutych na i pozic také serazena spravné.

— Pak bude podobnym zptisobem ndsledovat skupina ¢isel, majicich na pozicii Cislici 1, po
té cislici 2, atd.
— Po skonceni i-té iterace cyklu budou tedy cisla ofiznuta na i pozic sefazena spravné.
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d znaka ............ d cyklu
cyklus oo, ®(n) operaci
celkem ............ ©(d-n) operaci
d<<n = .... ®(n) operaci
Cislicové fazeni neméni poradi stejnych hodnot

Asymptoticka slozitost Radix sortu je ©®(n)

Je to stabilni razeni
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Datové struktury a algoritmy

V4

Razeni ¢itanim

COUNTING-SORT
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vstup

vstup.length ==

cetnost

cetnost.length ==
k = max(vstup) - min(vstup) + 1 2HONIH2HOHA4HOH 3

123456789101112

i
L

103886381061085
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. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
vystup ——T————
vstup.length == 3.3 /5 6 6,8 8 8 8 10 10 10
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a N

vynulovani pole ¢etnosti
3 4 5 6 7 8 9 10

O 0,0 0O O/ 0 0 O

[Krokl ]

jeden priuchod vstupnim polem

10/31's/'8l'6/ 3/ 8l10 610 8! 5
LI |I |I I. II I. |- .. I. .- I- ll

! ‘ naplnéni pole ¢etnosti
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2,0 1 2.0 403 ‘
\ )
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3f4 5 67|89 10
2.0 1 2 0 4 0 3

uprava pole ¢etnosti
for(i = dMez+l; i <= hMez; i++)
cetnost[i] += cetnost[i-1]

SHEE S 6l S 10 posledniho prvku s hodnotou |
2 2 3 5' 5§ 99 12 v budoucim vystupnim poli.

----------------------------------------------------------------------------------------------------

i 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12

3 5 6 '8 i8i8i8 110 10 10

R G .
N Pt

Prvek cetnost[j] obsahuje pozici

/
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[KrokB ] 1
] E(i:N,’i>o,’ i——){

O vystup|[cetnost[vstup[i]] = vstup[i],
}

=

cetnost[vstup[i]]--;

12345678

12@45 6 7 8 9 10 11 12

|
N ' Y,
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[KrokB ] N\
[i __ N—1] for(i = N; i > 0; i--) {

q:)vystup[cetnost[vstup[i]] = vstup[1i];
}

cetnost[vstup[i]]--;

123456789112
10I3886.381061

| I m | | g
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[Krok3 ] )
(i == N-2] |fex(l =N;1>0; i--) |

O vystup|[cetnost[vstup[i]] = vstup[i],
}

cetnost[vstup[i]]--;
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Datové struktury a algoritmy

COUNTING-SORT
[KrokB } -
[i — ] for(i = N; i > 0; i--) {
vystup|[cetnost[vstup[i]] = vstup[i],
cetnost[vstup[i]]---
E
8 9 10 11 12
10
12345@789101112
AREREENR DR .
\_ J
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Krok 1 ... ®(N) operaci
Krok 2 ... (k) operaci
Krok 3 ... ®(N) operaci

Celkem ... ©(k + N) operaci

Pokud k =N,
je asymptoticka slozitost COUNTING-SORT  ®(N)

COUNTING-SORT je stabilni

N je velikost vstupniho pole,

k je velikost intervalu, v némz vsechny vstupni hodnoty lezi.
= J
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Datové struktury a algoritmy

Prihradkové razeni

BUCKET-SORT
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e Hlavni myslenky:

Interval [0, 1) rozdélime na n pfihradek, do kterych vstupni pole distribuujeme.

sla jsou z intervalu [0, 1). Algoritmus je vhodny, pokud jsou
sla rovhomeérné rozlozena v tomto intervalu.

Diky predpokladu rovhomérnosti rozdéleni predpokladame, ze do jedné prihradky

spadne malo Cisel.

Nicméné, protoze velikost prihradky nelze dopredu presné urcit, je implementovana jako
dynamicky zretézeny seznam.

Kazdou prihradku rychle sefadime a vysledek dostaneme zretézenim serazenych

prihradek.

procedure BUCKETSORT(A, B)
// A vstupni pole, B pole prihrddek

(1)

IO

s
R I N

(
(
(
(5
(6
j

n «— length(A);
fori— 1ton

do pripoj Ali] k seznamu v prihrddce B[|n * A[i]|];
fori — Oton—1

do sefad seznam BJi| stabilnim alg. (napf. INSERTIONSORTem)
zretéz seznamy B|0], B[1], B[2],. .., Bin —1] do A.
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Datové struktury a algoritmy

Priklad béehu BUCKET-SORT

2117
3.39
41,26
572
6 .94
7 .21
8 .12
9 .23

10/.68

Karel Richta a kol. (CVUT FEL)

B
/
.17 ~.12
-.26 -.21
-.39| /
/
/
~.68| /
~.78 ~.72
/
-.94| /

Pokrocilé razeni
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Datové struktury a algoritmy

Priklad béhu BUCKET-SORT (pokr.)

A
1,.78
2 .17

3.39 2

41.26

5,72 4

6 .94
71.21
81.12
9 .23
10/.68
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B
/
~.12 ~.17
-.21 -.23
-.39
/
/
-.68
-.72 ~.78
/
-.94

Pokrocilé razeni
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Véta:

Algoritmus BUCKET-SORT rfadi vstupni Cisla spravné a je stabilni.

Dukaz:

Uvazujme 2 vstupni hodnoty Ali] a A[j].

Pokud padnou do stejné prihradky, pak jsou v ni serazeny a objevi se na

vystupu ve spravném poradi.

Dveé stejné vstupni hodnoty diky stabilnosti razeni v prihradkach nezmeéni

poradi.

Necht padnou do rGznych pfihradek BJ[i’] a B[j’]. Necht i’ <j.

Funkce f(x) = Ln * x| je ale neklesajici funkce: f(x) < f(y) = x < y. Cili:
"= n*A[i] J<j =L n*A[j] ] = A[i] < A[j].
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Asymptoticka €asova slozitost BUCKET-SORT je v nejhorsim
pripadé ®(n?), kde n je délka razené posloupnosti.

Primérna ocekavana ¢asova slozitost je ®(n + k), kde k je
pocet prihradek.

Pokud k = n, pak primérna o¢ekavana slozitost je ©(n).

Asymptoticka pamet’ova slozitost v nejhorsim pripadeé je
O(n*k).

BUCKET-SORT je stabilni (pokud
je stabilni razeni v prihradkach)
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Datové struktury a algoritmy

RAZENi NA VNEJSICH MEDIiCH
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Metody razeni lze rozlisit na tzv. vnitfni razeni (razeni

v pameéti) a tzv. vnéjsi razeni (vyuzivajici vnéjsi média).
Vnéjsi razeni Ize dale rozlisit na praci s médii se sekvencnim
pristupem (paska) a nahodnym pristupem (disk).

Zakladnim principem radicich metod na vnéjsich, sekvencné
organizovanych pamétovych médiich, je rfazeni sluéovanim
(merging).

Pro razeni na vnéjsich médiich s nahodnym pristupem se
vyuzivaji B-stromy, prip. razeni délenim.
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Tato metoda potrebuje kromé souboru, v némz jsou fazena data, dva dalsi
pomocné soubory.

* V prvnim kroku se data plvodniho (zdrojového) souboru rozdéli
rovhomérné do dvou pomocnych soubord.

* Ve druhém kroku se precte z kazdého pomocného souboru jeden prvek,
vytvori se usporadana dvojice, ktera se ulozi do zdrojového souboru. Tato
akce se opakuje az se ze vSech udaju vytvori soubor usporadanych dvojic.

e Ve tretim kroku se usporadané dvojice rozdéli rovhomérné do dvou
pomocnych souboru.

e Ve Ctvrtém kroku se ze dvou souborl serfazenych dvojic vytvori soubor
sefazenych Ctveric atd. Tento cyklus se opakuje pro vsechny 2*-tice az po k,
pro néz plati, ze 2¥*1>=n. Jako posledni slou¢ime posledni 2-tici a zbyvajici
serazenou posloupnost ve druhém souboru.

* Protoze typickou implementaci vnéjsiho sekvencniho souboru je
magneticka paska, fika se této metodé také prima metoda tfi pasek.

B6B36DSA, 2021, Lekce 7, 72/77



Datové struktury a algoritmy

Schéma postupu tripaskovych metod

Faze Faze
rozdélovani sluc¢ovani

ZP — zdrojova paska, PP — pomocna paska
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Datové struktury a algoritmy

Algoritmus razeni primym slucovanim

Rozdél prvky souboru f; do pomocnych soubort f, a f;;
n :=0;
repeat
i :=0;
Slouc¢enim posloupnosti o délce 2" z pasek f, a f, vytvor posloupnosti o délce 2"+ a
uloZ je do souboru f,. S kazdou vytvorfenou posloupnosti zvysio 1.
if i>1 then
Rozdél posloupnosti o délce 2"*1 ze souboru f,
do soubort f,a f,

M |=1’ rozdeéleni
44 | 55 | 12 | 42 94 18 | 06 67 _'w 44 | 55 | 12 42
i S 94 18 | 06 67
rozdéleni
P o | s RN 2 | o | T (e | s s
wor® 0 12 42 | &7

e\ou‘tem

e 18 | 42 55 | &7

|
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Na rozdil od predchozi pfimé metody tri pasek, prirozena metoda
sluCovani pomoci tri pasek nevytvari sefazené posloupnosti o délce 2" pri
vzrastajicim n, ale vyuzivd pocatecniho usporadani razeného souboru.

V prvni fazi rozdélovani zapisuje stridavé do dvou pomocnych soubortl celé
neklesajici posloupnosti.

Dale se jiz stfida faze sluCovani a rozdélovani s tim, Ze pfi slucovani
algoritmus musi rozeznat konec neklesajici posloupnosti. Proces konci
sloucenim poslednich dvou posloupnosti do zdrojového souboru.

Prirozena metoda Ctyr pasek (také prirozené vyvazené slucovani, angl.
natural balanced merging) podobné jako u primého slucovani, zkracuje
proces razeni vyloucenim fazi rozdéleni za cenu pouziti dalSiho
pomocného souboru (pasky). V ramci sluCovaciho procesu se usporadané
n-tice rovnou zapisuji do dvou souborl (rovnou se rozdéluji).

Nelze-li u Ctyrpaskové metody umistit v zavérecném slucovani vysledny
sefazeny soubor na puvodni zdrojovou pasku, vlozi se do procesu razeni
kopirovaci cyklus, ktery umisti sefazeny soubor na pavodni pasku.
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Datové struktury a algoritmy

Demo pro ruzné metody razeni

https://www.toptal.com/developers/sorting-algorithms

https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/ComparisonSort.html
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https://www.toptal.com/developers/sorting-algorithms
https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/ComparisonSort.html

Datové struktury a algoritmy

The End
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