Kapitola 5

Slozitost rekurentnich algoritmiu

Co si zde procvic¢ime?

e Seznamime se se tfemi zakladnimi metodami upravy rekurentnich vztaht do
nerekurzivni podoby

— substituéni metoda
— metoda rekurzivnich stromi
— mistrovska véta

o UkédZeme si, jak provadét odhady slozitosti algoritmt a jak dokazat jejich
spravnost

e Seznamime se s tim, jak rozkreslit posloupnost rekurzivnich volani do reku-
rentniho stromu a naucime se vypocist charakteristiky téchto stromi - jejich
vysku, pocet listi apod.

o Vysvétlime si mistrovskou vétu a nauc¢ime se ji pouzivat pro upravu slozitosti
rekurentnich algoritmi

5.1 Substitu¢ni metoda

Vypocet slozitosti rekurzivnich algoritmi byva s ohledem na vnotfend volani ¢asto
obtizny. Z vlastniho algoritmu dokazeme obvykle vyjadrit vztah pro jeho slozitost
rekurzivné, probléme ale byva specifikace slozitosti nerekurzivné, pomoci asympto-
tickych mezi.

K tomu se vyuzivaji rizné metody a postupy. Zde se postupné seznamime se
tfemi nejpouzivanéjsimi:

e substituéni metoda,
e metoda rekurzivniho stromu,

o mistrovska véta - Master Theorem.

Substitucni metoda tesi problém ve dvou krocich - nejprve provedeme presny
odhad, jehoz spravnost nasledné potvrdime matematickymi metodami, obvykle dii-
kazem pomoci matematické indukce.

Substitu¢ni metoda muze byt velice efektivni, pokud dokazeme udélat dobry
odhad. Ten se obvykle pocita zjistovanim slozitosti pro rizna n a naslednym zobec-
nénim vysledku.
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32 Kapitola 5. Slozitost rekurentnich algoritmt

ULOHA 5.1.1. Uvazujme rekurzivni verzi insertion_sort rec algoritmu fazeni
vkladanim. Urcéime jeho asymptotickou slozitost pomoci substituéni metody.

def insertion_sort_rec(a, n):
if n> O:
insertion_sort_rec(a, n — 1)
key = a[n]|
i=n-—-1

while i >= 0 and a[i] > key:
ali + 1] = a]i]
i=1i-—-1

ali + 1] = key
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Reseni:
7 programu urc¢ime rekurentni vztah pro slozitost algoritmu insertion_sort_rec.

Zduvodnéte.
1 n=>0

T(n)= {T(n—l)—l—n n >0
Vypocteme nékolik prvnich hodnot T'(n):

n 1 2 3 4 516
T(n) | TO)+1=2|TA)+2=4|T2)+3=7|T(3)+4=11]16 | 22

Vypocet naznacuje, ze slozitost algoritmu pro vstup délky n souvisi se souctem
hodnot 1,...,n, tj. Ze se jedna o kvadratickou slozitost. To potvrzuje i méreni casu
potfebného pro razeni pole délky n - viz nasledujici graf. Prelozena cervena cara je
kvadraticka funkce, kterd namérené ¢asy pomérné presné aproximuje.
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Matematickou indukci dokazeme odhad, a to, ze algoritmus insertion_sort rec
mé kvadratickou slozitost, tj. ze T (n) = O(n?).
Nejprve dokazeme indukéni krok. Podle definice asymptotické tésné meze predpo-
klddame, Ze existuje konstanta ¢ > 0 takové, ze T(n) < cn?. Toto podle induké-
niho predpokladu plati pro vSechna m < n. Specidlné pro m = n — 1 dostdvame
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T(n—1) < ¢(n —1)% Po tpravach

Tn—1)+n<cn—-12+n

Tn)<cn*—n+1)<cn* pron>2ac>0.
Ovétime prvni krok matematické indukce pron =2, T(2) =4 < c¢-22 =4 proc > 1.
Predpoklad kvadratické slozitosti je spravny pro ng =2 a c > 1.

ULoHA 5.1.2. Uvazujme rekurzivni verzi binary_search_rec algoritmu bindrniho
vyhledavani. Urcete jeho asymptotickou slozitost pomoci substituéni metody.

def binary_ search_rec(a, v, start, stop):
if start > stop:
return None
mid = (start + stop) // 2
if ajmid] = v:
return mid
if v < a[mid]:
return binary search rec(a, v, start, mid — 1)
else:
return binary_ search rec(a, v, mid + 1, stop)
Resend:
7 programu urcime rekurentni vztah pro slozitost algoritmu binary_search_rec.
Zduvodnéte.

O(1) n=1
{ () +1 n=2Fk>1

Vypocteme nékolik prvnich hodnot 7'(n):

N3

no|1 2 4 8 16 | 32
Tn) [1|T()+1=2|T@2)+1=3|TA) +1=4|5 | 6

Z tabulky je vidét, ze pri exponencidlnim ristu hodnoty n roste T'(n) linearné.
To napovida, ze by se mohlo jednat o logaritmickou slozitost. V nasledujicim grafu
je znazornéna zavislost délky posloupnosti na casu, ktery byl readlné naméren pti
hledani ¢isla v posloupnosti. Prelozena cervena cara je logaritmicka funkce, ktera
nameérené ¢asy pomeérné presné aproximuje.
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Matematickou indukei dokazeme odhad, a to, Ze algoritmus binary_search_rec

ma logaritmickou slozitost, tj. ze T (n) = O(log, n). Opét nejprve dokazeme indukéni
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krok. Podle definice asymptotické tésné meze predpokladame, ze existuje ¢ > 0 ta-
kové, ze T'(n) < clog, n. To podle indukéniho predpokladu plati pro vSechna m < n,
specidlné i pro m = 4, tj. T (n/2) < clog, (n/2). Po tpravich

T (n/2)+ 1 <clog,(n/2)+1

T(n) < clogy (n/2)4+1 = c(logy(n) —logy(2))+1 = clogy(n) —c+1 < clogy(n)

pro c > 1.
Ovétrime prvni krok matematické indukce pro n = 1. Mame ukéazat, ze pro ¢ > 1
je T(1) < clogy(l) = 0. T'(1) > 0, tj. uvedend nerovnost nemuze platit. Proto
za pocatecni ng zvolime hodnotu vétsi nez 1. Napriklad pro ng = 2 dostavame
T(2) = 2 < clog,(2) = ¢, co plati pro ¢ > 2. Predpoklad logaritmické slozitosti
algoritmu binarniho vyhledavani je spravny pro ng =2 a ¢ > 2.

ULoHA 5.1.3. Uvazujme Fadici algoritmus merge_sort. Jedna se o algoritmus, ktery
vyuziva rekurzi - déli posloupnost na poloviny a néasledné je ve funkci merge spojuje.
Lze predpokladat, Ze funkce merge m4 slozitost O(n). Urcete jeho asymptotickou
slozitost algoritmu merge_sort pomoci substitu¢ni metody.

def merge sort(a, p, r):
if p<or:
q=(p+r1)/

2
merge sort( ., P, q)
q 1

merge sort(a, q + 1, r)
merge(a, p, g, T)
Resend:
7 programu urcime rekurentni vztah pro slozitost algoritmu binary_search_rec.
Zdtvodnéte.
1 n=1
Tn) = {2T(g) +n on=2k>1

Vypoctéte nékolik prvnich hodnot T'(n) a odhadnéte slozitost algoritmu.

V nésledujicim grafu je zndzornéna zavislost délky posloupnosti na case, ktery
byl redlné nameéren pri fazeni posloupnosti. Zelend cara zobrazuje linearni krivku.
Z grafu plyne, zZe casova naroc¢nost algoritmu merge_sort roste rychleji nez linedrné.
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Pro algoritmus merge_sort dokazte matematickou indukei, ze T' (n) = O(nlog, n).
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ULOHA 5.1.4. UvaZzujeme algoritmus hanoj pro presuny Hanojskych vézi. Pomoci
substituéni metody urcete jeho asymptotickou slozitost. Odhad slozitosti dokazte.

def hanoj(n, odkud, kam, pomoc):
if n > 0:
hanoj (n—1, odkud, pomoc, kam)
print (odkud, —’, kam)
hanoj(n—1, pomoc, kam, odkud)

hanoj (3, 1, 2, 3)

Reseni: T(n) = O(2"). Zdtvodnéte.

ULOHA 5.1.5. Celou skélu rekurzivnich algoritmi predstavuji algoritmy pro vykres-
leni rekurzivnich ktivek. Jednou z nich je kiivka nazyvana Pythagortiv strom - viz
obrazek a algoritmus. Algoritmus vykresluje imaginarni zelva (turtle) pri svém
pohybu dopredu (forward).

1 def house(pg, n): \\/ﬂ Z\/ﬂ
2 if n > 0: AN

3 t . forward (pg) > <
4 t.left (90+45) N N
5 t . forward (pgxmath. sqrt (2))

6 t.left (90+45)

7 t.forward (pg)

8 t.left (90+45)

9 t . forward (pgxmath.sqrt (2))

10 t.left (90+45)

11 t . forward (pg)

12 t.right (90+45)

13 house (pg/math.sqrt (2) ,n—1)

14 t.right (90)

15 house (pg/math.sqrt (2),n—1)

16 t.right (45)

17 t . forward (pg)

18 t.left (90)

19 else:

20 t . forward (pg)

21

22 t = turtle.Turtle ()
23 house (70, 4)

a) Pomoci substituéni metody urcete slozitost algoritmu pro vykresleni Pythago-
rova stromu.

b) Pythagoriv strom se sklddd z domecki, které lze nakreslit jednim tahem (do-
mecek pod obrazkem stromu). Jaka je zavislost mezi hloubkou vnofeni rekurze
n a poctem vykreslenych domeckti? Provedte vypocet a vysledek zjednoduste
s vyuzitim asymptotické tésné meze - notace ©.
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¢) Pythagoruv strom lze nakreslit jednim tahem. Jakd je délka c¢ary, kterou v
zavislosti od hloubky vnoreni n zelva vykresli? Udélejte odhad podle algoritmu
a vysledek vyjadrete pomoci notace ©.

5.2 Metoda rekurzivniho stromu

ULoHA 5.2.1. Je dan rekurentni vztah:
o(1) n=1
T<n)_{3T(Z)+cn2 n>1c>0 (1)

S vyuzitim metody rekurzivniho stromu vyjadrete vztah (1) nerekurzivné a urcete
tridu slozitosti algoritmu.

Resent:

Rekurentni vztah (1) vyjadruje skute¢nost, ze problém velikosti n (¢asova slozitost
T'(n)) se v jednotlivych tdrovnich déli na tii problémy velikosti n/4 a ¢ast algoritmu
sloZitosti en?. Nakreslime strom rekurzivnich vol4ni.

r(z) @) 7)
Kazdy z problému T’ (%) se dale déli na tti problémy velikosti n/16 a ¢ast algoritmu

M/c(:)\ 2
)
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Strom rekurzivniho vypoctu lze postupné rozkreslit do dalsich drovni az k listtim,
které predstavuji trivialni problémy pro n = 1 - viz obrézek.

cn?

2
se slozitosti ¢ (%) .

n
16
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Zjistime jednotlivé charakteristiky stromu.
Vijska stromu h: Na nulté trovni fesime problém velikosti n, na prvni velikosti n/4,
na druhé velikosti n/16 atd. Na posledni h-té irovni fesime problém velikosti 1. Tj.

n
=1

h =log,(n)
Pocet trividalnich pripadi na urovni h:
3h — 3log4(n) — n10g43 (2)

Slozitost jednotlivého trividlntho pripadu je ©(1), tj. odhadovand slozitost vSech
trivialnich pripada je podle (2)
o) (nlog4 3) (3)
. Na i-té trovni stromu 0 < i < log,(n) (vSechny trovné stromu mimo nejnizsi) se
nachézi 3¢ vrcholi, které odpovidaji problémiim sloZitosti

2 i
n 9 1 )
cl=) =¢-n2- (= 4
<4Z) (16 (4)
Celkovou slozitost algoritmu dostaneme, pokud secteme dil¢i ¢asové naroc¢nost

v jednotlivych vrcholech stromu - viz vztahy (3) a (4).

log, n—1

e (3) o) <o () +o0)-
= 21_1 ( 1og43) =cn 134_@( 10g43) ~ O(n?)

Vidime, ze v tomto prlpadé prevazila celkova slozitost na jednotlivych trovnich
stromu nad slozitost{ trividlnich pfipadu (3). Algoritmus mé kvadratickou slozitost.

ULoHA 5.2.2. Je dan rekurentni vztah:
o) n=1
T(n)= {BT( 2)+n n>1 (5)

S vyuzitim metody rekurzivniho stromu vyjadrete vztah (5) nerekurzivné a urcete
tridu slozitosti algoritmu.

Resend:

Rekurentni vztah (5) vyjadiuje skute¢nost, ze problém velikosti n se v jednotlivych
trovnich déli na t¥i problémy velikosti n/2 a ¢ast algoritmu slozitosti cn,c > 0.
Nakreslime strom rekurzivnich volani.

/\,\) N 7/\\

JIN /N /I N I N /I\ /I\ /I\

() T() T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1)
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Charakteristiky stromu (jeho vysku, pocet listia apod.) uréime podobné, jako v
predchozim pripadé. Vypocteme celkovou slozitost algoritmu sec¢tenim dil¢ich slozi-
tosti podproblémii odpovidajicich jednotlivym vrcholim stromu.

logy, n—1 §1082 n_ 1
2

5 (9 oo -y oo

= 2cn (nlog?% — 1) +© (n1°g2 3) < 2en'°%23% 4+ © (nbg??’) ~ O (nlog2 3)

ULOHA 5.2.3. Jsou dény nésledujici rekurentni vztahy. S vyuzitim metody rekur-
zivniho stromu vyjadrete vztahy nerekurzivné.
o) n=1
T =
() {2T(§> te n>1e>0

5.3 Mistrovska véta - Master Theorem

Mistrovska véta - Master Theorem se aplikuje na rekurence ve tvaru

T(n) =aT (Z) + f(n)

kde a > 0, b > 0 jsou konstanty, f(n) je nezdpornd funkce. Potom 7'(n) muzeme
asymptoticky ohranicit takto;

1. Je-li f(n)=0 (nlogb “*) pro néjaké € > 0, pak T'(n) = O (log, a).
2. Je'li f(n) =06 (nlogba log” n) pro n&jaké k > 0!, pak T'(n) = © (nlogba logh ™! n))

3. Je-li f(n) = Q <n1°gb“+5) pro néjaké € > 0 a jestli f(n) splnuje podminku
regularity, pak T'(n) = © (f(n)).
Podminka reqularity: af (%) < ¢f(n) pro néjakou konstantu ¢ < 1 a vSechna
dostatecné velka n.

ULOHA 5.3.1. Vyjadiete T'(n) nerekurzivné. PouZijte mistrovskou vétu.
T(n)=9T (g) +n

Reseni: a = 9,b =3, f(n) = n - splituji podminky MT
nlogba — nlog39 — n2

LCasto k = 0.



5.3. Mistrovska véta - Master Theorem

lim,, 00 —3 < 00, napiiklad pro € = 0,5, lim;, o0 5755 =0
Jedna se o 1. pripad MT.

ULOHA 5.3.2. Vyjadiete T (n) nerekurzivné. Pouzijte mistrovskou vétu.

2n

T(n) :T(S) +1

Reseni: a=1,b= % >0,f(n)=1
nlOgba — n10g3/21 — no — 1

limy, oo 7 =1

Jedna se o 2. ptipad MT pro k& = 0.

T(n) = O(log, )

ULOHA 5.3.3. Vyjadiete T'(n) nerekurzivné. Pouzijte mistrovskou vétu.
n
T(n)=3T (4) +nlogyn

Reseni: a = 3,b =4, f(n) = nlog,n - splituji podminky MT
nlogba _ nlog43

lim,, o0 a3 > 0, napitklad pro € = 0,2, 1lim, o 98" = oo
Jedna se o 3. pripad MT. Ovérime podminku regularity:

3f <%) < cf(n),3%log, 2 < cnlogyn, 3n(logan — 2) < cnlogyn, 3 <c<1

T(n) = O(nlogyn)

ULOHA 5.3.4. S vyuZitim mistrovské véty upravte vztahy pro T (n).

- T(n) =37 (%) +n’ . T(n) =TT (%) +O(n?
e T(n) =37 (1) +n? « T(n)=2T(%)+1
e T(n) = 4T () + n? + T(n)= 0,57 (3) +
T =37 (2) £ e T(n)=2T () +vn
e T(n)=2T (%) +n®!
- T(n)=16T (%) +n Ty =2 (2) 4
o T(n) =167 (%) +n!  T(w) = 27 (2) + nlogyn
e T(n) =2T (%) + nlog,n C T(n) =T (2) +2"
. T(n)=2T (%) +6(n . T(n)=2"T (%) +n"
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o T(n) = V2T (3) +logyn o T(n) =47 (%) + 2 logy n

logy

« T(n) = 64T (%) — n?log,n « T(n)=3T (1) +2

ULOHA 5.3.5. Pro které z piikladi v tloze 5.2.3 lze vyuzit Master Theorém? Tam,
kde lze mistrovskou vétu pouzit, ji aplikujte a srovnejte vysledky ziskané metodou
rekurzivniho stromu a s vysledky vypoctu podle Master Theorem.

ULOHA 5.3.6. Pro tdlohy 5.1.2 a 5.1.3 jsme odecetli rekurentni vztahy pifmo z algo-
ritmu a jejich nerekurzivni podobu jsme ziskali odhadem pomoci substitu¢ni metody.
Pomoci mistrovské véty ukazte, ze odhad byl spravny.

Lze pro teseni tlohy 5.1.1 vyuzit Master Theorem? Zdtvodnéte.



