Kapitola 3
Tridy slozitosti algoritmi

Co si zde procvic¢ime?

e Zopakujeme si dva zakladni grafové algoritmy - algoritmus prohledavani do
hloubky a algoritmus prohledavani do sitky

o Budeme se zabyvat odhadem ristu funkci. K tomu nam budou slozit asympto-
tické notace, které nam umozni zjednodusovat vyrazy odhadujici slozitosti al-
goritmil

o Seznamime se se zakladnimi asymptotickymi notacemi O,0,), w,© a jejich
definicemi
o Vysvétlime si vyznam jednotlivych notaci a ukazeme si moznosti jejich vyuziti
o Ukéazeme si dva zpusoby, jak pro jednotlivé funkce dokazat, ze patii do dané
asymptotické tridy
— 7 definice asymptotické meze

— s vyuzitim znalosti limit

3.1 Prohledavani do hloubky a do sitky

Algoritmy prohleddvani do hloubky a do sitky jsou grafové algoritmy. Slouzi k pro-
chazeni grafti.

Prohledavani do hloubky (DFS - depth-first search) pracuje tak, ze vzdy
navstivi dalsitho mozného naslednika kazdého vrcholu. Pokud narazi na vrchol, z
néjz uz nelze dale pokracovat, vraci se metodou backtrackingu zpét.

Prohledavani do sitky (BFS - breadth-first search) prochazi vsechny nena-
vstivené sousedy daného vrcholu, které jsou vlozeny do fronty a postupné stejnym
zpusobem zpracovany. Takto se postupuje, dokud fronta neni prazdna.

ULoHA 3.1.1. Prohledavani do hloubky a do sfiky

Je dan graf na obrazku (viz dalsi strana).

Graf prohledavame z vrcholu 1. Cislo vrcholu uréuje prioritu jeho zpracovani. Reste
nasledujici tlohy:

a) Sepiste posloupnost, v niz budou vrcholy zpracovany pri vyuziti prohledavéni do
hloubky.

b) Sepiste seznam navstivenych vrchola pii prohledavani grafu do sitky.
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18 Kapitola 3. Tridy slozitosti algoritmi

c) Jsou dany nasledujici posloupnosti vrcholt, jak byly navstiveny pfi prohledavani
grafu. Zjistéte, které z posloupnosti odpovidaji prohleddavani do hloubky a
které prohledavani do sirky:.

e 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18
e 1,2,6,13,18,17,11,5,4,3,7,8,14,12,9, 10, 16, 15
e 1,2,6,13,18,17,11,5,4,3,7,8,14,12,9,15, 16, 10
. 1,2,6,13,18,17,11,5,4,3,7,8,14,12, 10,9, 15, 16

Reseni: Odpovéd po fadé BFS, DFS, DFS, ani jedno.

3.2 O0Odhad rustu funkci

Déle se budeme zabyvat funkcemi, které vyjadruji slozitost algoritmu, které
vycisluji pocet vykonanych operaci nebo ¢as potrebny pro vypocet. Takové funkce
jsou z definice nezaporné. Jsou definovany s ohledem na velikost vstupu n,n > 0.
Zajimat nas bude prubéh funkce v prvnim kvadrantu.

3.2.1 Asymptoticka horni mez
Rikdme, Ze funkce g(n) asymptoticky shora ohranicuje funkci f(n), kdyz
Je > 0,3ng > 0,Yn > ng: 0 < f(n) < cg(n).

Mnozinu vSech funkei f(n), které jsou asymptoticky shora ohraniceny funkei g(n)
oznacujeme O(g(n)). Tj.

O(g(n)) ={f(n) : 3¢ >0,3np > 0,Yn >ny: 0 < f(n) < cg(n)}

Skutecnost, ze funkce f(n) patti do t¥idy funkei O(g(n)) zapisujeme zkracené f(n) =
O(g(n)).

O-vyrazy pouzivame pro odhady slozitosti algoritmii v nejhorsich pripadech.
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Situaci znazornuje obrazek, na kterém je vidét, ze funkce cg(n) pro vSechna n > ng
ohranic¢uje shora funkci f(n). Funkce f(n) neroste rychleji nez funkce g(n), roste
naopak stejné rychle nebo pomaleji.

: cg(n)

—

e

no

ULoHA 3.2.1. Asymptotickd horni mez

a) Podle definice ovéite, ze 40n + 100 = O(n® + 10n + 300).
Reseni: Podle definice potiebujeme najit hodnotu ¢ tak, aby platilo:

0 < 40n + 100 < ¢(n? + 10n + 300) (1)
Zvolime ¢ = 1.
40n 4 100 = n* + 10n + 300
n? —30n + 200 = 0,n; = 20,ny = 10
Tedy napiiklad pro ¢ = 1 a ng > 20 bude vztah (1) platit.

b) Zjistéte, zda plati sin(n) = O(n).

Resend: |sin(n)| < n,Vn > ng = 1, proto sinn = O(n). Navic |sin(n)| < c- 1,
napriklad pro ¢ = 1, tedy sin(n) = O(1).

c) Ovérte, Ze plati:
e Sn+4=0(n)
e 3P+ In—4=0(n%

Urcete hodnoty ¢ a ny v definici asymptotické horni meze.

Asymptotickou horni mez funkce 1ze obvykle vypocist s vyuzitim limity:

Pokud existuje lim,, % =L,0<L < o0, pak f(n)=0(g(n)).

ULOHA 3.2.2. Sestavte a vypoltéte potfebné limity a ovéite, ze plati:
e in+4=0(n)

e P4+ In—4=00n%
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Asymptoticka striktné vétsi horni mez - f(n) = o(g(n)), kde
o(g(n)) ={f(n) :¥Ye>0,3Ing > 0,Yn >ny:0< f(n) <cg(n)}

Funkce f(n) roste pomaleji nez funkce g(n). Plati, ze f(n) = o(g(n)) pravé tehdy,

kdyz lim,, % = 0.Soucasné plati f(n) = o(g(n)) = f(n) = O(g(n)).

ULOHA 3.2.3. Rozhodnéte o platnosti nasledujicich vztaht a pripadné urcete hod-
noty ¢ a ngy podle definice.

e n?=o(n°)  sin(n) = o(n) e In(n) =0(n)
o 23n = o(n%%?) « sin(n) = o(1) e n-In(n)? = 0O(n?
o 14,706y/n = o(%) « 2 =0(1) e In(n) = o(n®%%)

Reseni: Zastavime se u tlohy sin(n) = o(n). Pokud by tvrzeni mélo platit, pak
podle definice
Ve > 0,3ng > 0,Vn > ng : 0 < sin(n) < cn

sin(n) < cn,sin(n) <1 < cn, tedy * < n.
Necht ¢ > 0 libovolné, vyberme nyq tak, aby % < ng. Tj. plati, ze sin(n) = o(n).

3.2.2 Asymptoticka dolni mez

Asymptotickou dolni mez oznacujeme €2(g(n)) a pouzivame pro odhady slozitosti
algoritmt v nejlepsich pripadech.

Qg(n)) ={f(n):3e>0,3Ing >0,Yn >no: 0 < cg(n) < f(n)}
Pokud existuje limita lim,, % =L,0 <L < o0, pak f(n) =Q(g(n)).
Asymptoticka striktné mensi dolni mez - f(n) = w(g(n))

w(g(n)) = {f(n) : Ve > 0,3Ing > 0,Yn > ng : 0 < cg(n) < f(n)}

Pokud limita lim,, . % = 00, pak f(n) =w(g(n)).

Situaci znazornuje obrazek, na kterém je vidét, ze funkce cg(n) pro vSechna n > ng
ohranicuje zdola funkci f(n). Funkce f(n) neroste pomaleji nez funkce g(n), roste
naopak stejné rychle nebo rychleji.

Y

cg(n)
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ULOHA 3.2.4. Rozhodnéte o platnosti nésledujicich vztahti. Svoje tvrzen{ zdfvod-
néte.

o n52" = w(n'Y) o 3" =0Q(2") e (2logyn)'? + 20t =
Q(nlog,n)
. 27— Q(n?) . 30— w(2) )
. (\3/4712 +3+n\/§> =
o n%% =w(In(n)) o 4771 =Q(3") w(n?)

3.2.3 Asymptoticka tésna mez

Asymptotickou tésnou mez oznacujeme O(g(n)). O-notace vyjadiuje fakt, ze
dvé funkce jsou asymptoticky stejné az na multiplikativni konstantu.

O(g(n)) ={f(n) :3c; > 0,3c; > 0,309 > 0,Yn > ng : 0 < c19(n) < f(n) < cog(n)}

Pokud existuje limita lim, . L% = L,0 < L < oo, pak f(n) = ©(g(n)). L je

g(n)
multiplikativni konstanta zminovana v definici asymptotické tésné meze.

Situaci znazorniuje obrazek, na kterém je vidét, ze od jistého ng se funkce f(n)
dostane mezi c1g(n) a cag(n) a v téchto mezich zustane.
Y

c2g(n)

c1g(n)

ULoHA 3.2.5. Dokazte nasledujici tvrzeni.
. (n+1)? = 0(3n%) - (1+2)" =0)(1)
il — (L) . V110 =0(/n)
« /3420 =0(n1) e (n+a)’ =0

ny\ 3
Ndvod: lim,,_,, (1 + %)n = lim,, o <(1 + }L> 3) — 3
3
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Na nasledujicim obrazku jsou znazornény vztahy mezi jednotlivymi asymptotic-
kymi notacemi a jejich limitami.

ULoHA 3.2.6. Dokazte, Ze
o (n*+3n+1)*=0(n’% o 3l =w(2")

- en =0(1) . 2= o(3")

e 3log,n + 2logsn = O(logsn

« y/log(n) + 1 = Q(log(log(n))) 82 83 (logs n)
« (10n)°+0,99" = Q(0,99")

. W)

T . @ _ o)

12 13
* 5n3j-57n172 - @<%) e 3 TL4 +2- 17 1" = w(n4)
. 2l =9(2") e 2n = w(In(n))

ULoHA 3.2.7. Uspofadejte funkce podle jejich asymptotického ristu. Svoje tvrzeni
zdtivodnéte.

a) n%% In(n)

b) In(Iln(n)),n,In(n), 2", n!

c¢) In(In(n)), n,2n'% n!, n%0" In(n)
)

d) n? IOg(n), (1Og(log(n>))37 n52n7 (n + 4)12

ULoHA 3.2.8. f(n) a g(n) jsou asymptoticky nezavislé funkce. S vyuzitim definice
O-notace dokazte

max(f(n), g(n)) = O(f(n) +g(n)).
ULoHA 3.2.9. Dokaite, Ze plati log,(n) = O(log,(n)).

Ndvod: log,(n) = %



