Optimalizace Resené tlohy 24.5. 2023

1. Mékké maximum je funkce f(x) =In(e™ + --- 4+ e™), kde x € R".
(a) Spoctéte derivaci a Hessovu matici funkce f.

(b) Pro n = 2 rozhodnéte, zda je funkce f konvexni.

Resent:
Derivaci spocitame pomoci Fetizkového pravidla. Pisme f(x) = g(h(x)), kde
h(x) :eml +...+em"

a g(y) = Iny. Plat{
f'(x) = g'(h(x))H (x).

Dostaneme ¢'(y) = % a gf@- = e%, tedy h'(x) = [e®! ...e%n] € RY™. Tak dostaneme
! 1 1 Tn
f(x):—exl—i—---—kewn[e et
Ozna¢me si pro jednoduchost
fiom of evi
v azz - er1 +...+exn'

Druhé parcialni derivace jsou

*f  Ofi |- See i 7 J,

- - T; 2x; . .

8:5]3231 al‘] o1 +6,,,+6zn - (e*1 +e.,.+ewn)2 1=7.

To Ize dale zjednodusit, pokud zavedeme znaceni

Potom totiz plati
o
6xj axi

coz jsou prave slozky Hessovy matice f”(x) € R™*™.

= fidij — fify, i,7=1,...,n,

Piedpokladejme, ze n = 2. Na obrazku jsou funkce f a funkce max(xy,z2):
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Ukéazeme, ze f”(x) je pozitivné semidefinitni matice, coz implikuje, Zze funkce f je konvexni.
Chceme tedy ovéfit, ze platf x! f/(x)x > 0 pro kazdé x € R%. Plat{

C .
x" f"(x)x = [x1 ] fifl;;l f2'}il'};f222] [mj = f1z} + forh — (frzr + foxa)®.

Protoze plati f1 + fo = 1, f1, f> > 0 a funkce ¢(z) = 22 je konvexni, dostaneme
fra? + faxd > (frey + fawa)?.

Tudiz x" f"(x)x > 0.

2. Hleddme neznimé parametry x = (x1,z2) € R? nelinedrniho regresnfho modelu
:L‘lt

t) = ——,
p() o+t

na zaklade dat (t1,v1),..., (t7,y7) € R2

t e R,

(a) Formulujte odpovidajici ulohu nelinedrnich nejmensich étvercu.
(b) Jak vypada krok Gauss-Newtonovy (GN) metody?

(c) Jak vypadd krok Levenberg-Marquardtovy (LM) metody?

(d) Jak vypada krok Newtonovy metody?

Reseni:
(a) Definujeme nejprve jednotlivé rezidua modelu proi =1,...,7,
l’lt
9i(x) =yi —p(ti) = yi — R
a déle klademe g = (g1,...,97): R? - R, Uloha nelinedrnich nejmensich étverct je

7
Minimalizuj fx) = lg®)I”=>_g(x)?’  xecR’.
=1

(b) Zobrazeni g v okoli bodu x;, aproximujeme jeho Taylorovym rozvojem,

g(x) ~ g(xk) + 8'(xk) (x — ),

kde Jacobiho matice (derivace) zobrazeni g v bodé x je matice g'(z) € R™*2, kterd ma v
i-tém Fadku parcialni derivace

dg; _ t; dg; _ Z1t;

o0xy T +t; 0xo (zo + ti)z'

Tedy minimalizujeme

lg(er) + & (xi) (3 — xu) 1 = [|&" () (x — x1) — (~g(x2)) I
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v proménné x. To je ovSem tloha linedrnich nejmensich ¢tverci, jejiz reSeni odpovidaji
feSenim soustavy normaélnich rovnic

T

g (xi) g (x1) (x — xx) = —g' (k) T8 (%)

Piedpokladejme déle, ze m& matice g’(z) plnou sloupcovou hodnost. Tudiz muzeme vyjadrit
/ T,/ -1 T
x =, = — [8/(0) T8 (xe)| &/ (xe) T x0),

z ¢ehoz plyne iterace GN metody tvaru

xin = [0 g o) (o))

(c¢) Krok LM metody je

xin =~ [8/00) T8 G T ) T,

kde pr > 0 je regularizaéni parametr. Pro mald pj tak dostaneme pfiblizné GN iteraci,
coz muze pomoci urychlit konvergenci v blizkém okoli hledaného optima. Pro velka py je
naopak krok LM iterace piiblizné iteraci gradientni metody, nebot derivace funkce f je

(%) = 2g(x)"g'(x) a platf,

1

Xp4+1 = X — u;lg’(xk)Tg(xk) =Xk — Quﬁlf,(xk)T-

To umoznuje docilit robustnosti (spolehlivosti pro poc¢ateéni odhady daleko od optima).

(d) Newtonova metoda pouzitd na minimalizaci funkce f vyzaduje Hessovu matici funkce f,
kterou lze vyjadrit jako

7
(%) =28'(x)"g'(x) +2)_ gi(x)g] (x).
=1

Iterace Newtonovy metody je
Xpp1 =Xk — ") T ()T

Newtonova metoda konverguje kvadraticky k lokdlnimu minimu v jeho blizkém okoli, ovSem
vyzaduje navic vypocet Hessovy matice a neni typicky robustni vacéi po¢ateénim iteracim
daleko od hledaného optima.

3. Spoctéte vzdilenost bodu z € R™ od nadroviny popsané rovnicf a'x = b v R™. Vyuzijte

vysledku k vypoétu &fiky pasu mezi nadrovinami a'x —b=—-1laa'x —b=1.

ResSeni:
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Oznaéme nadrovinu A = {x € R" | aTx = b}. Vzdalenost z od A je podle definice kladnou
odmocninou z optimalni hodnoty tlohy

min {|z — x|? | x € A}.

Volme libovolny vektor xg € A. Potom je mnoZina A — xq linedrni prostor, nebot obsahuje
pocatek. Puvodni tdloha je tak ekvivalentni tloze

min {||(z — x¢) — x[* | x € A —x¢}.
7 linearni algebry vime, ze hledand vzdélenost je délkou ortogonalni projekce vektoru z—xgq

na ortogonalni doplnék (A —xg)+ prostoru A —xq. Oviem (A —xq)* je pifmka se smérovym
vektorem a. Proto je hledand projekce rovna

o = a'(z —xo) a (az —b)a
lall  [lall lal?
a jeji délka
. laTz — b| laTz — b
x| = ——m—llall = ——=—
[all all
Sitka hledaného pasu odpovidé vzdalenosti libovolného bodu z spliujicitho a'z — b = —1

od nadroviny a’x — b = 1. Vime, ze to je ¢&islo

la'z—(b+1)| p-1-(0b+1] 2
all all lall

4. Hleddme tii jednotkové vektory xi,xz,x3 € R? tak, aby byla spoletnd hodnota skalirniho

souéinu xJ x2 = X] x3 = X4 X3 minimaln{ mozn.

Reseni:

Povsimnéme si, ze podobnd tloha pro dva jednotkové vektory xi,Xs ma trividlni feSeni.
Staéi volit x; jako libovolny jednotkovy vektor a polozit x3 = —x;. Potom x{xs = —1, coz
je minimdalni hodnota, nebot podle Cauchyho-Schwartzovy nerovnosti plati

[ xa| < [|ca|f|xal| = 1.

Pto tii vektory fesime tuto tlohu: minimalizuj « za podminek a = X;_I—XQ = X1TX3 = X-2rX3,

kde x1,X92,X3 € R3aacR. Definujme matici

X7 1 a «
X = x; (X1 X2 X3) =|la 1 af,
X;r a o 1

ktera je z definice pozitivné semidefinitni. Naopak vime, ze kazdé redlnd symetrickd matice
na pravé strané rovnosti vySe uz je nutné tvaru sou¢inu na levé strané. Podle kritéria
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hlavnich minort je to déle ekvivalentni s podminkami
1—-a?2>0 a 203 —3a% +1>0.
Snadno uhodneme, Ze hodnota o = 1 vyhovi obéma nerovnostem a tak lze postupné rozlozit
20% —3a* +1=(a—1)*(2a +1).

Tedy druhd nerovnost (o —1)%(2a+1) > 0 plati jen pro —0.5 < a < 1 a proto je optimalni
hodnota o = —0.5. Ze vztahu

—0.5 = xlTXQ = cos g,

dostaneme ¢ = %77. 7Z toho plyne, ze optimalnim feseni dlohy jsou napft. takové konfigurace
t¥1 jednotkovych vektort, které maji posledni soufadnici nulovou a déli jednotkovou kruznici
v roviné zz = 0 na tfetiny.

5. Najdéte extrémy funkce
fla,y) = 2® + 247

za podminky g(x,y) = 0, kde

g(z,y) =2 —2zy+y> -6z +6y+9.

Resent:
Lagrangeova funkce je
L(z,y,A) = f(2,y) + Ag(z,y) = 2> + 24" + A (2? =22y +y° =62+ 6y +9),

gradienty

flzy) = (2z,4y),
Jd(xy)=Q2r—-2y—6,—2x+2y+6).

Podminky pro staciondarni body Lagrangeovy funkce jsou
0
0=DiL(z,y,\) = a—L(x,y,)\) =2(14+N)x—2\y—62A,
x

0=DyL(z,y,\) = (%L(x,y,)\) =2 z+(4+2N)y+6X\.

Miuzeme si v8imnout, ze soucet téchto rovnic je

0=2x+4y,
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tedy * = —2y; dosazenim napi. do prvni rovnice dostaneme
0=2(1+N)az+Az—6A,
6 A
T3t 2)
-3
YT aar 2
pokud jmenovatel je nenulovy. Dosazenim do podminky g(z,y) = 0 vyjde
0 z—y—3— 6A+3A—9A—6 _ —6
3A+2 3AN+27

coz nemd feSeni. Divodem je, Ze nulové body funkce g nejsou regularni.

Povsimneme si, ze
22— 2zxy+9y* —6x+6y+9=(x—y—3)°?,
takze ekvivalentni je omezujici podminka (zde oznacena stejné g(z,y) = 0) pro
g(z,y) =z —y—3.
Lagrangeova funkce je
L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(a,y) = 2> +2y° + Az —y - 3),

novy gradient
Podminky pro staciondrni body Lagrangeovy funkce jsou

0
0=DiL(z,y,\) = %L(a},y,)\) =2z + A\,

0=DoL(z,y,\) = aayL(a:,y,A) =4y —\.

Resenim této soustavy a podminky g(z,y) = 0 dostaneme

I _A_ e
- 27 y_4_ 27
3
0:x—y—3:§x—3,
T =2, y=-—1.

Jednd se o extrém pozitivné definitni kvadratické formy na pfimce, tedy globaln{ minimum.
Muzeme to ovérit i Hessovou matici Lagrangeovy funkce

2 0 1
L,/(Q?,y,)\) =10 2 -1 ’
1 -1 0

z niz nas ale zajima jen blok odpovidajici argumenttm x, ¢, coZ je pozitivné definitni matice

o il




