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Konvexńı optimalizace

Definice

Nechť funkce f : Rn → R je konvexńı na konvexńı množině

X ⊆ Rn. Úloha konvexńı optimalizace je optimalizačńı úloha

min f (x) za podḿınky x ∈ X .

• Různé ťŕıdy úloh lǐśıćı se tvarem účelové funkce a omezeńımi

• Mnoho numerických metod i specializovaných řešič̊u

• Výhodné matematické vlastnosti
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Vlastnosti konvexńıch úloh

min f (x) za podḿınky x ∈ X .

Věta

Pro každou konvexńı úlohu plat́ı:

1. Každé lokálńı minimum funkce f na X je globálńı.

2. Množina všech optimálńıch argument̊u funkce f je konvexńı.

3. Pokud je f ryze konvexńı, existuje nejvýše jedno optimum.
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Konvexńı úloha ve standardńım tvaru

• f : Rn → R je konvexńı

• g1, . . . , gm : Rn → R jsou konvexńı

• h1, . . . , hℓ : Rn → R jsou afinńı

Maticově: min {f (x) | x ∈ Rn, g(x) ≤ 0,h(x) = 0}

min f (x1, . . . , xn)

za podḿınek gi (x1, . . . , xn) ≤ 0, i = 1, . . . ,m

hi (x1, . . . , xn) = 0, i = 1, . . . , ℓ

x1, . . . , xn ∈ R
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Tř́ıdy konvexńıch úloh - schéma

Wikipedia
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Tř́ıdy konvexńıch úloh

• Lineárńı programováńı

f , gi , hi afinńı

• Kvadratické programováńı

f konvexńı kvadratická a gi , hi afinńı

• Kvadratické programováńı s kvadratickými omezeńımi

f , gi konvexńı kvadratické a hi afinńı

• Programováńı na kuželu druhého řádu

• Semidefinitńı programováńı

• Kónické programováńı
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Kvadratické programováńı

• f je kvadratická

• gi , hi jsou afinńı

Maticově

min xTAx+ bTx

za podḿınek Cx ≤ d

Ex = f

• A ∈ Rn×n, b ∈ Rn

• C ∈ Rm×n, d ∈ Rm

• E ∈ Rℓ×n, f ∈ Rℓ

Je to konvexńı úloha, právě když A je pozitivně semidefinitńı.
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Kvadratické programováńı – p̌ŕıklady konvexńıch úloh

Řešeńı p̌reurčené soustavy Ax = b

min{∥Ax− b∥22 | x ∈ Rn}

Řeš́ıme p̌revodem na lineárńı rovnice (normálńı rovnice).

Řešeńı p̌reurčené soustavy Ax = b s lineárńımi omezeńımi

min{∥Ax− b∥22 | Cx = d, x ∈ Rn}

Lze p̌revést na řešeńı soustavy lineárńıch rovnic (Lagrange).

Řešeńı p̌reurčené soustavy Ax = b s intervalovými omezeńımi

min{∥Ax− b∥22 | c ≤ x ≤ d, x ∈ Rn}
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Kvadratické programováńı – Support vector machines (SVM)

Pro m bodů (xi , yi ) ∈ Rn ×{−1, 1} hledáme odděluj́ıćı nadrovinu.

Tedy hledáme a ∈ Rn a b ∈ R tak, aby

yi (a
Txi − b) > 0, i = 1, . . . ,m.

Vyděleńım (a, b) vhodným kladným č́ıslem je to ekvivalentńı

yi (a
Txi − b) ≥ 1, i = 1, . . . ,m.

aTx− b = −1

aTx− b = 1

2/‖a‖2

min {∥a∥22 | yi (aTxi − b) ≥ 1, i = 1, . . . ,m} 8



Kvadratické programováńı s kvadratickými omezeńımi

• f , gi jsou kvadratické

• hi jsou afinńı

Je to konvexńı úloha, právě když jsou funkce f a gi konvexńı.

Kam uḿıstit záchrannou stanici?

Hledáme lokaci x ∈ R2 pro záchrannou službu tak, aby nejdeľśı

vzdálenost k ḿıst̊um a1, . . . , am ∈ R2 byla minimálńı:

Minimalizuj
m

max
i=1

∥x− ai∥2 z.p. x ∈ R2

Ekvivalentně – hledáme nejmenš́ı kruh obsahuj́ıćı zadané body:

Minimalizuj y z.p. ∥x− ai∥22 ≤ y , i = 1, . . . ,m.
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Programováńı na kuželu druhého řádu (SOCP)

• f a h1, . . . , hℓ jsou afinńı

• gi (x) = ∥Aix+ bi∥2 − (cTi x+ di ) pro i = 1, . . . ,m

• Podḿınka gi (x) ≤ 0 znamená (Aix+ bi , c
T
i x+ di ) ∈ Kn

2 , kde

Kn
2 := {(x, y) ∈ Rn+1 | ∥x∥2 ≤ y}

je epigraf eukleidovské normy (tzv. kužel druhého řádu)

Maticově (pro ℓ = 0)

min eTx

za podm. ∥Aix+ bi∥2 ≤ cTi x+ di

• e ∈ Rn

• Ai ∈ Rni×n, bi ∈ Rni

• ci ∈ Rn, di ∈ R

10



Programováńı na kuželu druhého řádu – geometrický medián

Který bod minimalizuje součet vzdálenost́ı od daných bodů?

Fermat-Weber̊uv problém

Pro body a1, . . . , am ∈ Rn najděte minimum funkce

f (x) =
m∑
i=1

∥x− ai∥2, x ∈ Rn .

To je ekvivalentńı úloze s pomocnými proměnnými z1, . . . , zm ∈ R

min z1 + · · ·+ zm

za podḿınek ∥x− ai∥2 ≤ zi , i = 1, . . . ,m.
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Př́ıpad n = 1

Úloha

Pro zadaná a1, . . . , am ∈ R minimalizujeme f (x) =
∑m

i=1|x − ai |,
x ∈ R . Řešeńım je medián těch č́ısel.

Funkce f pro a1 = 1, a2 = 3, a3 = 7
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Př́ıpad n = 2 a m = 3 (1)

• Funkce f pro a1 = (0, 0), a2 = (2, 0), a3 = (−1, 1)

• Minima se nabývá v bodě a1, kde funkce nemá derivaci

• V trojúhelńıku △a1a2a3 je úhel u vrcholu a1 věťśı než 120◦

13



Př́ıpad n = 2 a m = 3 (2)

• Funkce f pro a1 = (0, 0), a2 = (3, 0), a3 = (1, 4)

• Minima se nabývá v bodě uvniťr trojúhelńıka △a1a2a3, který

má všechny úhly ostré
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Obecný p̌ŕıpad pro n = 2 a m = 3

Předpoklad: body a1, a2, a3 ∈ R2 nelež́ı na p̌ŕımce

Trojúhelńık △a1a2a3 má úhel věťśı než 120◦

Řešeńım je vrchol ai , u něhož je úhel věťśı než 120◦

Trojúhelńık △a1a2a3 má úhly menš́ı než 120◦

Řešeńım je Torricelliho bod trojúhelńıka △a1a2a3, tj. bod ze

kterého jsou “vidět” všechny strany pod úhlem 120◦
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Semidefinitńı programováńı

• C,A1, . . . ,Am ∈ Rn×n, bi ∈ R

• Neznámá je matice X ∈ Rn×n

SDP

min ⟨C,X⟩
za podḿınek X je PSD

⟨Ai ,X⟩ = bi

i = 1, . . . ,m

• Množina PSD matic je

konvexńı kužel

• LP, konvexńı QCQP a

SOCP jsou speciálńı p̌ŕıpady
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Programováńı s exponenciálńım kuželem

• cT ∈ Rn, A ∈ Rm×n, b ∈ Rm

• K je konvexńı kužel, nap̌r. exponenciálńı kužel

Ke =

{
x ∈ R3 | x1 ≥ x2e

x3
x2 , x2 > 0

}
∪{(x1, 0, x3) | x1 ≥ 0, x3 ≤ 0}

Definice úlohy

min cTx

za podḿınek Ax = b

x ∈ K

x ∈ Rn
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Různé nekonvexńı úlohy (1)

Úloha vedoućı na spektrálńı rozklad

Minimalizuj xTAx za podḿınky ∥x∥22 = 1, kde x ∈ Rn.

Lehká úloha s mnoha lokálńımi maximy

Maximalizuj ∥x∥22 za podḿınky ∥x∥∞ ≤ 1, kde x ∈ Rn.

Těžká nekonvexńı úloha pro a ∈ Nn

Maximalizuj ∥x∥22 za podḿınek aTx = 0 a ∥x∥∞ ≤ 1, kde x ∈ Rn.

Úloha celoč́ıselného lineárńıho programováńı

Minimalizuj aTx za podḿınek Ax ≥ b, x ≥ 0, kde x ∈ Zn.
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Různé nekonvexńı úlohy (2)

Shlukováńı

• Pro zadaných m bodů a1, . . . , am ∈ Rn hledáme k shluk̊u Cj
popsaných prototypem xj ∈ Rn,

Cj = {ai | ∥ai − xj∥ ≤ ∥ai − xℓ∥ ∀i , ℓ},

tak, aby součet vzdálenost́ı k prototypům byl minimálńı

• Minimalizujeme tak funkci

f (x1, . . . , xk) =
m∑
i=1

k
min
j=1

∥ai − xj∥

na množině vektor̊u (x1, . . . , xk) ∈ Rkn
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