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Konvexni optimalizace

Definice
Necht funkce f: R” — R je konvexni na konvexni mnoZin&
X C R". je optimalizaéni uloha

min f(x) za podminky x € X.

e Rizné t¥idy dloh lisici se tvarem tcelové funkce a omezenimi
e Mnoho numerickych metod i specializovanych FeSi¢l

e Vyhodné matematické vlastnosti



Vlastnosti konvexnich uloh

min f(x) za podminky x € X.

Véta

Pro kaZdou konvexni tlohu plati:

1. Kazdé lokdIni minimum funkce f na X je globalni.

2. Mnozina v8ech optimalnich argumentl funkce f je konvexni.

3. Pokud je f ryze konvexni, existuje nejvySe jedno optimum.



Konvexni uloha ve standardnim tvaru

e f: R” — R je konvexni
® gi,...,8m: R" — R jsou konvexni

e hi,...,hy: R" — R jsou afinni

Maticové: min{f(x) | x € R",g(x) < 0,h(x) = 0}

min  f(x1,...,Xn)
za podminek gi(x1,...,x,) <0, i=1,...,m
h,'(Xl,...,Xn):O7 = 7_.,7€
X1,...,Xp € R



Ttidy konvexnich uloh - schéma
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Tt¥idy konvexnich dloh

e Linedrni programovani
f,gi, h; afinni
e Kvadratické programovani

f konvexni kvadraticka a gj, h; afinni

e Kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi

f, gi konvexni kvadratické a h; afinni
e Programovani na kuzelu druhého ¥adu
e Semidefinitni programovani

o Konické programovani



Kvadratické programovani

e f je kvadraticka

e g, h; jsou afinni
Maticové

e AcR™" beR"
e CcR™" deR™
e Ec R feR!

min  x'Ax + b'x
za podminek Cx <d
Ex="f

Je to konvexni tloha, pravé kdyz A je pozitivné semidefinitni.



Kvadratické programovani — ptiklady konvexnich uloh

ReZeni preuréené soustavy Ax = b
min{||Ax — b||3 | x € R"}

Resime prevodem na linedrni rovnice (normalni rovnice).

ReZeni preuréené soustavy Ax = b s linedrnimi omezenimi
min{|[Ax — b3 | Cx =d, x € R"}

Lze prevést na FeSeni soustavy linedrnich rovnic (Lagrange).

Reseni preurcené soustavy Ax = b s intervalovymi omezenimi

min{|[Ax — b3 | c < x < d, x € R"}



Kvadratické programovani — Support vector machines (SVM)

Pro m bodi (x;,y;) € R" x{—1,1} hleddme oddé&lujici nadrovinu.
Tedy hleddme a € R" a b € R tak, aby

vi(a™x; — b) > 0, i=1,...,m.

Vyd&lenim (a, b) vhodnym kladnym &islem je to ekvivalentni

y,-(aTx,-—b)zl, i=1,...,m.

2/|a|2\"'”‘

min{||a]|3 | y;(@'x; — b) > 1, i=1,...,m} 8



Kvadratické programovani s kvadratickymi omezenimi

e f, gi jsou kvadratické
e h; jsou afinni

Je to konvexni tloha, pravé kdyz jsou funkce f a g;j konvexni.

Kam umistit zachrannou stanici?

Hleddme lokaci x € R? pro zchrannou sluzbu tak, aby nejdels7
vzddlenost k mistim ay, ..., am € R? byla minimalni:

Minimalizuj mrglxﬂx —ailla zp. x€R?
=
Ekvivalentné — hleddame nejmensi kruh obsahujici zadané body:

Minimalizuj y zp. [[x—a;j5<y, i=1,...,m.



Programovani na kuZelu druhého ¥adu (SOCP)

e fahy, ..., hyjsou afinni
o gi(x) = [[Aix+ b2 — (c]x+dj) proi=1,....m
e Podminka gi(x) < 0 znamend (A;x + b;, ¢/ x + d;) € KJ, kde

K3 = {(x,y) € R | [|x]]2 < y}

je epigraf eukleidovské normy (tzv. kuzel druhého ¥adu)

Maticové (pro ¢ = 0)

e ecR”
min  e'x o A; c R" " b; € R"
za podm. ||[Aix+ bl < ¢/ x+ d; ec,eR" deR
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Programovani na kuZelu druhého ¥adu — geometricky median

Ktery bod minimalizuje soucet vzdalenosti od danych boda?

Fermat-Weberiv problém

Pro body ay,...,a, € R"” najdéte minimum funkce
m
f(x) =) llx—aill, xeR".
i=1

To je ekvivalentni tGloze s pomocnymi proménnymi z1, ...,z € R

min z1+ -+ zm

za podminek |x—ail2 <z, i=1,...,m.
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P¥ipad n =1

Uloha
Pro zadand ai,...,am € R minimalizujeme f(x) = > |x — ajl,
x € R. Resenim je téch Cisel.

Funkce f proa; =1, a, =3, a3 =7




Pfipad n=2a m=3 (1)

e Funkce f pro a; = (0,0), a2 = (2,0), a3 = (—1,1)
e Minima se nabyva v bod€& aj, kde funkce nema derivaci

e V trojuhelniku Aajasas je dhel u vrcholu a; vétsi nez 120°
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Pfipad n=2a m=3 (2)

e Funkce f pro a; = (0,0), a2 = (3,0), a3 = (1,4)
e Minima se nabyva v bod€& uvnit¥ trojihelnika Aajasas, ktery

ma v8echny uhly ostré
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Obecny pfipad pro n=2a m=3

P¥edpoklad: body ai,as, a3 € R? nele# na pfimce

Trojuhelnik Aajazaz ma ahel vétsi nez 120°

ReSenim je vrchol a;, u néhoz je dhel vétsi nez 120°
Trojahelnik Aajaraz ma uhly mensi nez 120°

Regenim je trojuhelnika Aajajzas, tj. bod ze
kterého jsou “vidét” vSechny strany pod thlem 120°

ii5)



Semidefinitni programovani

e CA ..., A, ,cR™ b R

e Nezndma3 je matice X € R™*"

SDP
min  (C,X) e MnoZina PSD matic je
.7 konvexni kuzel
za podminek X je PSD
(A, X) = b o LP, konvexni QCQP a
AR SOCP jsou specidlni p¥ipady
i=1,...,m
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Programovani s exponencialnim kuzelem

ecleR" AcR™" beR"”

e K je konvexni kuzel, nap¥. exponencidlni kuzel

x3
Ke = {XER3 | x1 > xpexe, xo > 0}U{(X1,0,X3) | x1 >0, x3 <0}

S

Definice ulohy

min € X
za podminek Ax=Db
x e K
x €R"
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Riizné nekonvexni ulohy (1)

Uloha vedouci na spektralni rozklad

Minimalizuj xT Ax za podminky ||x||3 = 1, kde x € R".

Lehka aloha s mnoha lokalnimi maximy

Maximalizuj ||x|3 za podminky x|l < 1, kde x € R".

Té&Zka nekonvexni tiloha pro a € N”

Maximalizuj ||x||3 za podminek a'x = 0 a [|x|l < 1, kde x € R".

Uloha celociselného linearniho programovani

Minimalizuj a"x za podminek Ax > b, x > 0, kde x € Z".
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Riizné nekonvexni ulohy (2)

Shlukovani
e Pro zadanych m bodii a1, ...,a, € R" hleddme k &
popsanych x; € R",

Ci={ai | llai — x;|| < |la; — x|l Vi, ¢},

tak, aby soudet vzdalenosti k prototypim byl minimalni
e Minimalizujeme tak funkci

Mmook
f(X]_, ce 7Xk) = er’g?na, — XJH

i=1

na mnoin& vektordi (xq, ..., xx) € Rk
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