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Konvexni funkce

Necht X C R” je konvexni mnoZina a f: R” — R je funkce.

Definice

Funkce f je na X, jestlize pro v8echna x,y € X a kazdé
a € [0, 1] plati nerovnost

f((1—a)x+ay) < (1—a)f(x)+ af(y).

Funkce f je na X, je-li —f je konvexni na X.
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Jensenova nerovnost

Tvrzeni
Necht f je konvexni funkce. Pro vdechna xi,...,x, € X
a v8echna as, ..., a, > 0 spliujici ag + - - - + a, = 1 plati

flaaxy + -+ 4+ auxk) < aaf(xa) + -+ + o f(xk)

X1 X2 X3



Konvexni diferencovatelné funkce

Podminka prvniho fadu

Necht f je diferencovatelnd.
Funkce f je konvexni, pravé
kdyZ pro vechna x,y € R”
plati nerovnost f(x)+f’(x)(yf(y)

fly) > f(x) + f'(x)(y — x).

Podminka druhého fadu

Necht f je dvakrét diferencovatelnd. Funkce f je konvexni, pravé
kdy? je pro kazdé x € R"” Hessove matice f”(x) pozitivng
semidefinitni.



Ptiklady konvexnich funkci

o f(x)=e™proacR

e f(x) = xlog,x, kde x >0a f(0) =0 pro x =0
o f(x)=In(e+---+e")

e f(x) = x' Ax, kde A je pozitivné semidefinitni

e f(x)=a'x+b

o f(x) = max{xl, oo g5

o f(x) = x|, kde ||.|| je libovolnd norma



Vztah konvexni funkce a konvexni mnoziny

. funkce f je mnozina {(x,y) € R"™1 | f(x) < y}.
° vysky y je mnoZina {x € R" | f(x) < y}.
Véta

e f je konvexni, pravé kdyZ jeji epigraf je konvexni mnoZina.

e Kazda subkontura konvexni funkce je konvexni mnoZina.




©
€
P
(=]
€
©

Ve

Eukleidovsk

Ptiklad

sina {(x,y) € R? | [|x|]2 < y}

igra je mno

oEp

kruhy o poloméru y

jsou

e Subkontury

P
S

R
R
Q8

R

R

A

R
3
R

N

&
g
SO
&
R
AR
\

¢
AN
X

&




Operace zachovavajici konvexitu (1)

Nezaporné linearni kombinace
Jsou-li g1,...,8k: R" — R konvexni funkce a a,...,a, > 0,
pak je funkce f = a1 g1 + - - - + axgx konvexni.

Ptiklad (Shannonova entropie)

Funkce H(p) = — .7, pilog, pi je konkdvni na mnoZin&
diskrétnich pravdépodobnostnich distribuci
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Operace zachovavajici konvexitu (2)

Skladani funkci

Nasledujici funkce jsou konvexni:

e h=gof, kde f: R— R je konvexnia g: R — R je
konvexni a neklesajici.

e h(x) = g(Ax+Db), kde g: R™ — R je konvexni.

Ptiklad
Funkce f: R?" — R dana pomoci f(x,y) = ||x — y||, kde
x,y € R" a ||| je norma, je konvexni.



Operace zachovavajici konvexitu (3)

Véta
Necht gi: R” — R jsou konvexni funkce pro véechna i € I. Pak

f(x) = maxgj(x)
i€l
je konvexni funkce, existuje-li pro kazdé x € R” maximum vyse.
Priklady
k
o f(x)= malx(a,-Tx + bi)
=
o f(x) = maz_<||x —y|| pro n&akou mnozinu C C R"
ye

e f(c) =max{c™x|x € R" Ax > b}



