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Celotiselné linearni programovani (ILP)

Celociselny LP

min{c'x | Ax > b, x € Z"}

LP s binarnimi proménnymi

min{c'x | Ax > b, x € {0,1}"}

posledni dlohy je tloha
min{c'x | Ax > b, x € [0,1]"}
e Je-li plvodni lloha p¥ipustna, LP relaxace je také p¥ipustna

e Optimalni hodnota LP relaxace je dolnim odhadem optimalni
hodnoty pdvodni dlohy



Integrality gap

je podil pravé a levé strany:

min{c'x | Ax > b, x € [0,1]"} < min{c"x | Ax > b, x € {0,1}"}

Optimalni feseni LP relaxace
e Jen vyjimeéné je to i optimalni ¥eSeni plvodni tlohy
o Né&kdy umozZni sestrojit feSeni s poZadovanou presnosti

e Pro nékteré llohy je opt. hodnota LP relaxace nicnefikajici



Hledame vzajemné jednoznalné pFifazeni uliteld k predmétim,

které bude maximalizovat skore:

Table 20.3 Evaluation of Teachers' Performances

Course 1 Course 2 Course 3 Course 4 Course 5
Teacher 1 7 5 4 4 5
Teacher 2 7 9 7 9 4
Teacher 3 4 6 5 8 5
Teacher 4 5 4 S 7 4
Teacher 5 4 5 5 8 9

4 V. Chvatal. Linear Programming. 1983.



P¥ifazovaci problém

e Jsou zaddny 2 mnoZiny n objektl a ceny c;; za jejich sparovani
e PF¥ifazeni reprezentujeme o slozkach x;;

e Hleddme pf¥ifazeni minimalizujici celkovou cenu

Assignment Problem s binarnimi proménnymi x; € {0,1}

n n
min E E Cij Xjj

i=1 j=1

n
za podminek Zx,-jzl, i=1,...,n
j=1

n
Zx,-jzl, j=1...,n
i=1



LP relaxace pfFifazovaciho problému

V relaxované lloze je hledané p¥ifazeni vyjadfeno pomoci

o slozkach x;;.

Assignment Problem s redlnymi proménnymi x;; € [0, 1]

n n
min E E CijXij

i=1 j=1

n
za podminek Zx,-jzl, i=1,...,n
j=1

n
Zx,-jzl, j=1...,n
i=1
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Optimalni feseni pFifazovaciho problému

Véta
Pro ptifazovaci problém plati:

1. LP relaxace i pdvodni tloha maji stejnou optimalni hodnotu

2. Mezi optimalnimi FeSenimi LP relaxace existuje celo&iselné

Plyne to z této véty:

Véta (Birkhoff-von Neumann)
Mnozina vSech dvojité stochastickych matic ¥adu n je omezeny
konvexni polyedr v R™ jehoZ vrcholy jsou permutaéni matice.



P¥iklad — optimalni pf¥ifazeni u&iteli k predmétam (Julia)

1 import Pkg

2 Pkg.add("JuMP")

3  Pkg.add("GLPK")

4 using JuMP

5 using GLPK

6 . e /v v s

oA Optimalni ¥eseni

8 75445;

9 7979 4; r ]
10 465 85; 1 O 0 0 0
11 5457 4;

12 455809; 0 1 0 0 0
13 1]

12 000 1O
15 model = Model(GLPK.Optimizer)

G 001 0O
17 @variable(model, @ <= X[1:5, 1:5] <= 1);

18 @constraint(model, sum(X, dims=1) .== 1); 0 O 0 0 1
19 Q@constraint(model, sum(X, dims=2) .== 1); - -
20 @objective(model, Max, sum(A .x X)); . 20 &

21 Optimalni hodnota 38

22 optimize!(model)

23 optX = Int.(value.(X))

24 optvalue = sum(A .* optX)
25 @show optX

26 @show optvalue



Nejmensi vrcholové pokryti

Kolik hlida¢i musime umistit do vrcholii grafu, aby byla

kaZda hrana monitorovana?

neorientovaného grafu (V, E) je podmnoZina
X C V takova, Ze kazda hrana ma aspofi jeden vrchol v X.

Minimal Vertex Cover s prom&nnymi x; € {0,1}, kde / € V
min Zx;
ieV

za podminek x; +x; > 1, V{i,j} € E



LP relaxace nejmensiho vrcholového pokryti

Uloha s promé&nnymi x; € [0,1], kde i € V

min E 54

%

za podminek x; +x; > 1, {i,j} € E

Jiz pro dplny graf o 3 vrcholech dostaneme

opt. hodnota relaxace = 1.5 < 2 = opt. hodnota



LP relaxace nejmensiho vrcholového pokryti — vlastnosti

Definujme:

e y* je optimalni hodnota ulohy

® (Xj)iev je optimadlni ¥eSeni relaxace, y = > ;X

e Zaokrouhlené Fedenf relaxované dlohy X; == |x; + 3|
® V=2 evXi
Tvrzeni

Pro kazdy graf (V/, E) je zaokrouhlené Yesen

[ pFipustnym
celotiselnym Fesenim a plati

y* <y <2y,
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Nejvétsi nezavisla mnozina

Kolik mohu pozvat na party rozhadanych kamarddd, abych

nezkazil zabavu?

PodmnoZina X C V neorientovaného grafu (V, E) je :
pokud Zadné dva vrcholy z X nejsou spojeny hranou.

Maximum Independent Set s proménnymi x; € {0,1}, i € V

maxXx E X

iev

za podminek x; +x; <1, V{i,j} € E

11



LP relaxace — nejvétsi nezavisla mnozina

Maximum Independent Set s proménnymi x; € [0,1], i € V
max Zx,-
eV

za podminek x;i+x; <1, V{i,j} € E

e Relaxace m3 p¥ipustné Yegeni x; = (i € V) o hodnot& 3|V/|
e Tedy optimdlni hodnota LP relaxace spliiuje y > %\V!
e Ale pro tplny graf je optimalni hodnota tlohy y* = 1!
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Dalsi dlohy

e Problém obchodniho cestujiciho
e Toky v sitich
e Problém batohu

e Rozvrhovani

Smisené celotiselné programovani (MILP)

min {ch—f—dTy | Ax + By > b, xcZ™,y 6R”2}

13



Algoritmy pro feseni celociselnych aloh

520

Uloha celotiselného programovani je NP-tézka. Nejpouzivanéjsi
algoritmy obvykle vyuZzivaji v nékterém kroku linedrni
programovani, pro néjz existuje polynomialni algoritmus.

e Metoda v&tvi a mezi (branch and bound)

e Metoda se¢nych nadrovin
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