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Jak vypada mnozina p¥ipustnych ¥eseni v uloze LP?

Minimalizuj ¢'x

za podminek Ax > b

Vertices Edges Faces Euler characteristic:

Name Image
v E F V-E+F
Tetrahedron ‘ 4 6 4 2
Hexahedron or cube . 8 12 6 2
Octahedron 4 = 6 | 12 8 2
Dodecahedron ’ 20 30 12 2
Icosahedron ‘ 12 30 20 2
Wikipedia



Jak nalézt FeSeni ulohy LP?

Ukazeme si, Ze:

e Pokud minimum existuje, nachazi se ve vrcholu polyedru

e Simplexova metoda umi prochdzet vsechny vrcholy




Konvexni mnoziny

Definice
Mnozina X C R” je , pokud pro libovolné x,y € X
a kazdé o € [0,1] plati (1 — a)x + ay € X.

y

)i///.

° je linedrni kombinace ar1xy + - - + Xy,
kdeaj >0aa;+---+ar=1

e MnoZina je konvexni pravé tehdy, kdyZ obsahuje konvexnf{
kombinace viech bodi x1,...,x, € X



Operace s konvexnimi mnozinami

e Priinik libovolné mnoha konvexnich mnoZzin je konvexni
e Sjednoceni dvou konvexnich mnoZin nemusi byt konvexni

e Konvexni obal libovolné mnoZziny vektor( je priinik vSech
konvexnich mnoZin, které tu mnoZinu obsahuji
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Konvexni polyedry

Definice
o je mnozina {x € R" | a'x > b}
° je priinik kone¢né mnoha poloprostort, tj.

{x e R" | Ax > b}

Dimenze konvexniho polyedru je dimenze jeho afinniho obalu.

alx>b T




P¥iklady konvexnich polyedri

Nadrovina {x € R" | a'x = b}, kde a # 0
Afinni podprostor {x € R" | Ax = b}
Hyperkrychle {x € R" | ||x]|o0 < 1}

n
Standardni simplex {x ER"| > x=1,x>0,i=1,..., n}
i=1

Platonska télesa



Extremalni body

Definice
Necht X je konvexni mnoZina. Bod x € X je , pokud
Vx1,x2 € X, x= %(x1+x2) = X1 = Xo.

e Konvexni mnoZina nemusi mit extremalni bod

e Polyedr ma kone¢n& mnoho extremalnich boda a ty lze ziskat

Y

FeSenim soustavy linearnich rovnic



Extremalni body polyedru

e X ={xcR"|Ax > b}, kde A€ R"*" a b c R™

e Pro neprazdnou mnoZinu ¥adkovych indexd | C {1,..., m}
uvaZujeme matici A; a vektor by

Véta
Necht x € X. Nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. Bod x je extremalni.

2. Existuje neprdazdnad | C {1,..., m} tak, Ze plati Ajx = by
a matice A; ma linedrné nezavislé sloupce.



Jak prochazet extremalni body polyedru?

Na zaklad& predchozi véty se nabizi tento pfimocary postup:

Algoritmus
e Vygeneruj neprazdnou mnozinu / C {1,..., m}
e Vyre$ soustavu A;x = by

e Existuje-li jediné YeSeni x a Ax > b, pak je x extremalni bod

Problém

Poclet extremalnich bodi nékterych polyedri je exponencialni v m.



Konvexni mnozina se opira o nadrovinu

Definice

konvexni mnoziny X C R" je nadrovina
H={xcR"|a'x=b}

takova, e X N H # 0 a plati a'x > b pro viechna x € X.

XnH
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Stény polyedru

Definice
polyedru X je mnozina X N H, kde H je néjakd opérna
nadrovina polyedru X.

Podle dimenze rozliSujeme tyto stény:

. (0)
. (1)
° (dimX —1)

Bod x € X je vrchol, prdvé kdyzZ je to extremalni bod.
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Které polyedry maji vrchol?

Véta
Necht X # () je konvexni polyedr. Tato tvrzeni jsou ekvivalentni.

1. Polyedr X ma alesponi jeden vrchol.

2. Polyedr X neobsahuje p¥imku.

Priklady
e omezeny konvexni polyedr
e {xeR"|Ax>b, x>0}
e {xeR"|Ax=Db, x> 0}
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Kde nabyva linearni funkce na polyedru minima?

Véta

Necht konvexni polyedr X neobsahuje pfimku a linedrni funkce
f(x) = c"x ma na X minimum. Potom nabyva f minima

v n&jakém vrcholu polyedru X.

Oznaéme x* € X bod minima

Pak H = {x € R" | ¢"x = c"x*} je op&rn4 nadrovina
polyedru X v bodé x*

TudiZ f nabyvd minima na celé sténé& X N H

e X N H neobsahuje p¥imku, tedy ma vrchol
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Co z toho plyne pro feseni tlohy LP?

Ulohu LP
min{c'x | Ax > b}
——

X

nyni umime vyf¥esit, pokud
e polyedr X neobsahuje pfimku
e funkce f(x) = c"x ma na X minimum
e umime efektivné prochazet vrcholy polyedru X

Simplexova metoda ¥esi tlohu LP v plné obecnosti.
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