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Linearni programovani (LP)

e Minimalizace linedrni funkce p¥i linedrnich omezenich

e Efektivni algoritmy na vypocet globdlniho optima pro velmi
rozsahlé dlohy (desitky tisic promé&nnych)

e Na pomezi spojité a kombinatoricka optimalizace

Aplikace

e Optimalizace produkénich kapacit
e Regrese a aproximace

Teorie her

Nejlepsi pFitazeni

Toky v siti



Formulace tlloh a jazyk LP
Konvexni polyedry
Dualita v LP

Simplexovy algoritmus
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Celotiselné LP



Zakladni pojmy a priklady



Definice ulohy LP a jeji maticovy tvar

Uloha LP

Minimalizuj c1x1 + - + cpXp
za podminek aj1x1 + -+ ajpxp > bi, i=1,...,m

° uréuje pFipustna Feseni

e Maticovy zdpis pro A€ R™*" be R aceR" je
min{c"x | Ax > b, x € R"}

e Uvedeny tvar llohy LP postihuje < i =



Transformace do rovnicového tvaru

Rovnicovy tvar tlohy LP

min {c'x | Ax=b, x > 0}

KaZdou ulohu LP pfevedeme do tohoto tvaru pomoci 2 uprav:

1. P¥idani nezdporné proménné pro kazdé omezeni ve
tvaru nerovnosti

2. Vyjad¥eni neomezené redlné prom&nné x jako x = x* — x—,
kde xT >0ax~ >0



Typické ulohy

Maximalizace zisku z vyrabénych produkti x
e c je vektor jednotkovych ziskli z prodeje produkti
e A uddva spotfebu materidlu i pfi vyrobé produktu j

e b uddava disponibilni mnoZstvi jednotlivych materidli
Maximalizuj celkovy zisk ¢"x za podminek Ax < b, x >0
Minimalizace nakladii na mix surovin x
e c je vektor jednotkovych cen surovin

e A udava mnozstvi latky i obsaZené v suroving j

e b udadva pozadované mnozstvi jednotlivych ldtek v mixu

Minimalizuj celkovou cenu c'x za podminek Ax > b, x >0



Linearni regrese s vychylenymi hodnotami

e Chceme prolozit data (x1,y1),- .-, (Xm,Ym) vhodnou
f(x,0) =60101(x) + -+ - + Orn(x)
e Mala &3st hodnot y; predstavuje (vychylené hodnoty)

e Nechceme, aby takové hodnoty pf¥ili§ ovlivnily odhad @

Uloha

Minimalizuj Z|y, f(xi,0)|, kde 8 € R"



Cebysevova aproximace

e Aproximovand funkce ma v bodech x; hodnoty y;
e Hleddme aproximujici polynom p(x, 8) s koeficienty 8 € R"

e Chceme, aby maximalni chyba v kazdém bodé& byla minimalni

Uloha na minimax

Minimalizuj mrglx lyi — p(xi,0)|, kde 8 € R"
=

Obé ptedchozi tlohy Ize formulovat pomoci LP jako hledani
priblizného FeSeni pfeurlené soustavy linedrnich rovnic.



Normy




Jak méFit velikost vektoru?

Definice

Funkce
x € R" — ||x|| € [0, 00)

je , pokud plati:

e ||x|| = 0 pravé tehdy, kdyz x =0
o |lax|| = |af||x|| pro kazdé o € R a x € R"

o [Ix+yll < [xl| + llyll pro kaZdé x,y € R"



1
Ixllp = (Ixal? +--- + xa?)?,  p€[1,00]

T¥i dilleZité normy

Manhattanska ||x||1 = |x1| + - + |xa]

Eukleidovska ||x[2 = y/x2 + - + x2

Cebysevova ||x||oc = max{|x1|, ..., |x|} = lim |x||,
p—00



Jednotkové kruznice p-norem pro p =12 00
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é feSeni preurcené soustavy v riznych normach

Hledejme Feseni tlohy
min ||[Ax — b
min /A% — b,
pro p = 1,2, 00:

e Pro p =2 ma dloha ¥eSeni ve smyslu nejmensich &tverci.

e Pro p =1, 00 Ize formulovat jako dlohu LP.
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Transformace na ulohy LP




Konvexni po &astech afinni funkce

Funkce f: R" — R tvaru

f(x):mfaf(c,-Tx—kd,-), c1,...,ck €ER" dy,...,di €R.
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Minimalizace konvexni po &astech afinni funkce

Ndsledujici dv& dlohy jsou ekvivalentni:

Uloha 1

.. Ao k
Minimalizuj max (cfx+d) zp. Ax>b, xeR"
=

Uloha 2

Minimalizuj y zp. Ax>b, ¢/x+d; <yVi, (x,y)e R
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Reseni pfeuréené soustavy pomoci LP

Regeni tdlohy min 1[[Ax — bl[, pro p = 1,00 se nalezne takto:
xeR

p =00

Problém min max\a x — bj| |ze formulovat jako tlohu LP:

xeR" =1

Minimalizuj y z.p. —y < a,-Tx —bi <y Vi

p=1
m
Problém min >~ |alx — bj| Ize formulovat jako dlohu LP:

x€R i=1

m
Minimalizuj Zy,- z.p. —yi < a;rx — b <y Vi
i=1
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Priklad (1)

Odhadujeme nezndmé parametry 6 € R3 linedrni regresni funkce
f(a1,a2,01,02,03) = 0121 + Oraz + 03

na zakladé pozorovani aji, aj» a b;.

Person 1 b

)
N
=

1S
-
N

7

4,585
7,865
3,379
6,203
2,466
3,248
4,972
3,437
3,845
3,878
5,674

NS S
—e
=

7,500
5,000

2,500

= = © 00 0O Ot W

= O
GO HF ©OO N W © N

O N B B JoOto o

ii5)



Priklad (2)

Puavodni uloha

11
Minimalizuj Z!b; — 61aj1 + 6raj2 + 63| za podminky 0 € R3
i=1

Ekvivalentni LP

11
Minimalizuj Zy,- za podminek (0,y) € R® x R
i=1
—yi < bj—01a;1 + 03 +03<y; i=1,...,11
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