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Uloha s omezenimi ve tvaru rovnosti

Uloha

min  f(x1,...,Xp)

za podminek gi(x1,...,xp) =0, i=1,....,m

= Budeme hledat podminky optimality pro lokalni extrémy
funkce f g(x)=0.

= Predpokladame, ze fi g jsou



Obecné: Metoda Lagrangeovych multiplikatora

A=(A1,...,Am) €R™
L: R LR

L(x,A) == f(x) +ATg(x)

Podminky optimality

aL(aan N _ f'(x) + ATg/(x) = 0, neboli VF(x)+ Vg(x)A =0,
OL(x,A) T
o —ex)’ =0.

Za prislusnych predpokladi existuje A € R™ splnujici L'(x,A) =0,
tedy (x,A) je staciondrnim bodem funkce L.



Sekvencni kvadratické programovani (SQP)

Newtonova metoda minimalizace funkce (opakovani)

Resime rovnici f/(x) = 0 iteracl xxy1 = xx — " (x)) "L F/(x4) 7.

Pouzijeme pro f(x) := L(x,\):
L(x.X) = f(x) + AT g(x).
L(xA) = (f(x)+ AT gx) , gx)T),
———

2R igi(x)
(% m o (x /(% T
L A) = [f( )+§(,;)1A,gi( ) g ] |

Xkt1 = Xk | _ — L (%, M) L (), M) T =
Ak — A

=- [f"(xk) + Y0 g (xi) g'(xk)T] T F )T+ x0T A
g/(x) 0 g(x) 6



Tecny vektor k mnoziné

Mnozina vSech pripustnych feseni tlohy s omezenimi ve tvaru

rovnosti:
X ={xeR"|g(x)=0}.
Definice
Vektor v € R" je X v bodé x € X, pokud je

v tom bodé te¢nym vektorem néjaké hladké krivky lezici v X.



Popis tecnych vektorti

O bodu x € X chceme rozhodnout, zda miize byt extrémem néjaké
spojité diferencovatelné funkce f.

Tecny prostor T := je linearni prostor vektori teénych k X
(v bodé x).

Obvykle dm T=n—m.

Ortogonalni prostor T+.

Nutna podminka pro vézany extrém: Vf(x) € T+ .
Obvykle dim T+ = m.

G :=span{Vgi(x),...,Vgm(x)} C T+.

Lagrangeovy multiplikatory dovoluji najit moZny extrém, pravé
kdyz V£(x) € G, pficemz dim G < m.



Co Lagrangeovy multiplikatory

Tvrzeni
Je-li vektor v € R" teény k mnoziné X v bodé x, pak g’(x)v = 0,
neboli v Vg(x) = 0.

T.veT = ve G,

aleve Gt~ veT.

T+ G nemusi byt celé R"; doplnime na ortogonalni rozklad:
R"= T4 G+ D, kde D:= (T+ G)* = (TuU G)*.

Ve smérech s nenulovou slozkou z D nepomohou Lagrangeovy
multiplikatory testovat nutnou podminku V£(x) € T+.

Pokud dim G = m, tj. Vgi(x), ..., Vgm(x) jsou LN, pak

R" = T+ G, dim D = 0 a Lagrangeovy multiplikatory dovoli

testovat V£(x) € T- = G. V takovém pripadé ¥ikame, Ze x je
regularni bod zobrazeni g (nikoli regularni bod mnoZiny X). 9



Tecny a ortogonalni prostor

V regularnim bodé x € X zobrazeni g je:

= tedny prostor T = nullg’(x)

= ortogonalni prostor T+ = (nullg’(x))*

nullg’(x) = (span{Vg; (x),..., Vgn(x)})*

> X={x|gx)=0}={x[gi(x) = =gm(x) =0}

mgg' (x)7 = span{Vgi(x),...,Vgn(x)}
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Popis tec¢nych vektora v regularnich bodech

Véta
Pokud plati

1. rankg/(x) = m, neboli g'(x) ma plnou hodnost (pro m < n),
2. , neboli vT Vg(x) = 0,

potom je vektor v € R"” te¢ny k mnoziné X v bodé x.
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Podminky prvniho fadu v regularnich bodech

Véta
Pokud

1. x € X je lokalni extrém funkce f na mnoziné X,

2. rankg'(x) = rank Vg(x) = m,

potom
V£(x) € span{Vgi(x),...,Vgm(x)}.
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Co s body, které nejsou regularni?

= Pokud je jich malo, vyzkousime je vsechny.

= Pokud je néktery gradient Vgi(x) = 0, zkusme ho rozlozit na
soucin a vysetfit kazdy Cinitel zvlast.

= Chybéjici tecné vektory mizeme najit sami a zpracovat stejné
jako gradienty omezujicich funkai.

= Misto toho mizeme odvodit jiné omezujici funkce, uréujici
stejny obor X.
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Co s body, které nejsou regularni?

Specialni pripad: Pokud jsou omezujici podminky linedrni (opak.):
gx)=Cx-d, g(x)=C, Vgx)=C'.

1. Jsou-li fadky matice C (neboli Vgi(x), ..., Vgm(x)) linearné
nezavislé, pak jsou vsechny body regularni.
2. Jsou-li fadky matice C (neboli Vgi(x),. .., Vgm(x)) linearné
zavislé, pak neni Zadny bod regularni a zalezi na d:
= X = (): nenf co Yesit.
= X #(: mizeme z [C d] vynechat LZ ¥adky a pokraovat dle
bodu 1, nebo na to nedbat a fesit plivodni soustavu

f'(x) = AT C, neboli Vf(x) =CT A,
Cx=d.

(To pro nelinedrni podminky nejde.)
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Prokleti dimenzionality

Pro velky pocet omezujicich funkci je tézké zajistit nebo ovérit
regularitu.

Mizeme doufat, ze mnozina bodd, v nichZ je regularita porusena,

je ,ridkad", takze i kdyz pres ni projdeme, neziistaneme v ni.
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Alternativa: Metoda projektovanych gradienti

pripustny z X (,projekci na X), napt. pro

X1 ={x|a<x<b},
Xo = {x| x| <1},
Xg = {x| x| =1}

Pak mizeme stfidat kroky:

1. Postup ve sméru V£(x) bez respektovani omezujicich
podminek.

2. Projekce na X.
Problém: V blizkosti extrému nas 1. krok zavadi dal od cile.
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Podminky druhého ¥adu pro volné extrémy (opakovani)

Véta

Necht X C R", x € X je bod mnoziny Xa f: R" — R je
dvakrat diferencovatelnd v x. Pro stacionarni bod x funkce f
plati:

» Pokud je x lokalni minimum, pak je Hessova matice f”'(x)
pozitivné semidefinitni.

» Pokud je f”(x) pozitivné definitni, pak je x ostré lokaln{

minimum.

= Pokud je ”(x) indefinitni, pak x neni lokalni extrém.

Matice C je , jestlize
vx € Y\ {0} :xT Cx > 0.
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Podminky druhého fadu pro vazané extrémy

PLx,A) = (x) + Sy Mgl (x).

Véta
Necht x € X a funkce f: R" — R, g: R" — R jsou dvakrat
diferencovatelné v x. Necht x je zobrazeni g.

= Je-li x lokalni minimum funkce fza podminky g(x) = 0, pak
A L(x,A) = 0, ZL(x, \) je pozitivng semidefinitni

Y 8X2

» Jestlize AN : L'(x,A) =0, ié X, ) je pozitivné definitni
Ox
, pak x je ostré lokalni minimum funkce f za
podminky g(x) = 0.
= Jestlize i’g x,A) je indefinitni , pak x neni lokalni
ox J
extrém.
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